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JUri. On. tUum. Pmttrmt, (. XIX (1905), pint i*. — Stupiu U 17 (cUiTaJQ 1: 



A 



II STATUTO DELLA SOCISTX. 



DeirUflloio di Presidenza. 

Art. 14. — La rappresentanza e la direzione amministrativa della Societi spetta 
all* Ufficio di Presidem^a, costituito dagU ufficiaU della Societi : i presidentc, i vice- 
presidente, 2 segretari, 2 vice-segretari, i tesoriere, 2 bibliotecari, eletti dai soci resi- 
dent!, nel proprio scno, a scrutinio segreto. L*Ufficio di Presidenza rimane in carica 
due anni. Tutti i suoi membri sono rieliggihili. 

Art. 15. — Per Telezione dell'Ufficio di Presidenza si terri apposita adunanza 
straordinaria nella i' domenica di gennajo. Prendono parte alia votazione soltanto i 
soci presenti. Ove durante il biennio rimanga vacante una carica dell'Ufficio di Pre- 
sidenza, i soci resident! saranno convocati in apposita adunanza straordinaria per Te- 
lezione del titolare. 

Del Coiwiglio Direttlvo. 

Art. 16. — La direzione scientifica della Societi 6 affidata ad un Consiglio Di- 
retHvo, il quale funziona da Comitato di redazione della rivista periodica f^RendiconH 
del Circolo Matematico di Palermo », secondo le norme di un suo regolaniento intemo. 

Art. 17. — II Consiglio Dircttivo h composto di 20 membri, 5 resident! e 15 non 
resident!, eletti dall*intera society a scrutinio segreto. In ognuna delle due categoric 
risultano eletti i soci che riportano maggior numero di voti. Qualora Telezione, per 
pariti di voti, riuscisse indecisa fra due o piu candidati, si proceder^ a votazioni di 
ballotta^gio, alle quali prenderanno parte soltanto i soci present! all'adunanza. II 
Consiglio EHrettivo rimane in carica tre anni. Tutti i suoi membri sono rieliggibili. 

Art. 18. — Per Telezione del Consiglio Direttivo si terri apposita adunanza stra- 
ordinaria nella terza domenica di gennajo. — Ogni socio non residente, come ogni 
socio residente che non possa intcrvenire alia detta adunanza, invieri in una lettera 
da lui sottoscritta e diretta al Presidente, una scheda chiusa e suggellata indicante 20 
nomi di soci, dei quali : 5 resident! e 1 5 non resident!. Saranno considerate nuUe 
le schede che non soddisfano a tutte le condizioni sopra stabilite o che pervengano 
all'Ufficio di Presidenza dopo le ore 3 pomeridiane del suindicato giomo. Lo spogUo 
delle schede sari fatto dal Presidente assistito dai segretari. 

Art. 19. — Non vi h incompatibility di carica fra i membri delFUfficio di Presi- 
denza ed i membri resident! del Consiglio Direttivo. 

Art. 20. — Entrando in carica, il Consiglio Direttivo delegheri uno dei suoi 
membri resident! a dirigere la pubblicazione dei Rendiconti, 

Delle adunanze. 

Art. 21. — Le adunanze ordinarie del Circolo si terranno la seconda e la quarta 
domenica del mese. La society prende due mesi di vacanza: settembre ed ottobre. 
n Presidente, ove lo reputi opportuno, pu6, in ogni tempo, convocare i soci resident! 
in adunanza straordinaria. 

Art. 22. — Nelle adunanze, in caso di assenza del Presidente e del Vice Presi- 
dente, il pid anriano di eti fra i soci presenti funzioneri da Presidente. In caso di 
assenza dei Segretari e dei Vice Segretari, chi presiede inviterd uno dei soci presenti 
a fame le vecL 

Art. 23. — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convocheri i 
soci resident! in apposita adunanza straordinaria per la revisione dei cont! dell*anno 
decorso e Tapprovazione del bilancio di previsione. 

Art. 24. — Nelle adunanze del Circolo non 6 ammcssa alcuna comunicazione o 
discussione sopra argomenti estranei all'indole scientifica e alio scopo della Societi. 

Art. 25. — Tutto ci6 che riferiscesi all'amministrarione del Circolo, pu6 essere 
trattato, esclusivamente, nelle adunanze straordinarie, per le quali il Presidente formu- 
leri e parteciperii, con precedenza, a! soci resident!, apposito ordine del giomo. 

Art. 26. — Le dimissioni da socio del Circolo non possono essere oggetto di 
discussione n^ di votazione. 

Art. 27. — Nelle adunanze ordinarie il Circolo k legalmente costituito qualunque 
sia il numero dei soci presenti. Nelle adunanze straordinarie, tranne quelle di cui i^K 
Art. 15 e 18, 6 necessaria una seconda convocazione quando nella prima non sia m- 
tervenuta almeno la meti piii uno dei soci resident!. 

Art. 28. — Nelle adunanze ordinarie le Comunicazioni dei soci resident! si suc- 
cedono per ordine d'iscrizione. Saranno precedute dalla lettura che fari il Segretario 



STATUTO DELLA SOCIBTX. HI 



dei dtoli delle Comunicazioni dei soci non residend, pervenute all'Ufficio di Presidenza 
nellHntervallo tra un*adunanza e Taltra. 

Art. 29. — Rientra nelle special! attribuzioni del Presidente tutto ci6 che riferi- 
scesi al regolamento delle adunanze ordinarie e straordinarie. 

Art. 30. — I soci non resident! che si trovino temporaneamente in Palermo 
godono di tutd i diritti dei resident! e partecipano alle votazioni, meno quelle di cui 
agli Art. 15, 23 e 45. 

Art. 31. — Le persone estranee che desiderano assistere alle adunanze ordinarie 
del Circolo, debbono, ciascuna volta, essere introdotte da uno dei socL 

Dei Rendioonti. 

Art. 32. — Nei RendiconH del Circolo si pubblicano, per obbligo : 1° G]i Estratti 
dot verhali delle adunanze (Vedatti da! Segretari), i quali contengono !1 titolo e, ove 
occorra, un breve cenno delle comunicazioni dei soci. 2^ Le Note e le Memorie ori- 
ginal! comunicate da! soci ed acccttate per la stampa dal Comitato di rcdazione. 
^" Un boUettino bibUograRco della produzione matematica nazionale c straniera, il 
quale comprende : a) il sommario degli articoli di matematica contenuti nelle pubbli- 
cazioni periodiche (atti di Accademie, riviste, giornali, etc.) colle quali il Circolo scam- 
bia i suoi Rmdicotiti ; b) Telenco delle pubblicazioni di matematica non periodiche 
(opere, memorie, note, etc.) che pervengono in dono alia Bibliotcca del Circolo. 

Art. 33. — Per tutto che conceme la ri vista Rendiconti del Circolo Matematicodi 
Palermo, il Consiglio Direttivo potr^ attuare quelle riforme ed estension! che stimeri 
opportune per accresceme Timportanza scicntifica e megUo soddisfare alle esigenze 
dei cultori delle scienze matematiche. 

Art. 34. — GU EstratH dai verhali non riproducono le discussion! scientifiche 
che si fanno neUe adunanze del Circolo ; tuttavia se i soci, che vi hanno preso parte, 
desiderano ne sia fatta menzione, essi sono tenut! a rimettere al Segretario, neu adu- 
nanza istessa, una Nota per iscritto, la quale, in ogn! caso, non potri eccedere lo 
spazio di una pagina dei Rendiconti, 

Art. 35. — Le Note, Memorie e Riviste bibliografiche destinate ^\ Rendiconti do- 
vranno essere inedite e scritte in una delle seguentilingue : italiana, latina, spagnuola, 
francese, tcdesca, inglese ; non potranno pubblicars! a parte o inserirs! in altri perio- 
dic! scientifici se non dopo che saranno state pubbUcate dal Grcolo. Gl! Autori ne 
assumono, essi soli, la responsabilit^ scientifica. 



Delia Biblioteca. 

Akt. 36. — n Circolo forma una Biblioteca e scambia i suoi RendiconH colle rac- 
coke scientifiche, nazional! e straniere. 

Art. 37. — I libri, gli opuscoli e le raccolie periodiche acquistati o ricevuti in 
dono, o in cambio dei Rendiconti, restano di propriety esclusiva del Circolo ; in caso 
di scioglimento della Societi passan di pien diritto alia Biblioteca Comunale di Palermo. 

Art. ^8. — II regolamento speciale della Biblioteca, approvato dai soci resident!, 
potr4 stabiUre le norme per accordare a domicilio, a' soci resident! e non resident!, 
Tuso temporaneo degli opuscQU scientifici. 

Art. 3 j. — Sui fond! provenient! dalle contribuzioni annue dei soci, non pu6 
essere stanziata alcuna sonuna per la Biblioteca. 

Delle entrate e delle speee. 

Art. 40. — Le entrate del Circolo sono : 1° le contribuzioni dei soci ; 2° il pro- 
dotto deUa vendita dei Rendiconti; 3° i sussidi! e don! che il Circolo potri ricevere 
da privad o da enti moralL 

Art. 41. — Le spese del Circolo si dividono in ordinarie e straordinarie. Le spese 
ordinarie sono : i^ le spese d'ufHcio, inclusav! Tannua pigione del locale per la sede 
del Circolo; 2" le spese di stampa e spedizione dei Rendiconti, Per ogn! spesa stra- 
ordinaria 6 necessaria deliberazione dell'asscmblea dei soci residend. 

Art. 42. — II Tesoriere ha la gesdone economica degli affari social!, tanto atdvi 
che passivi, impiega i fond! disponibili, provvede alle spese ordinarie ed a quelle 
straordinarie votate dall'assemblea dei soci residend. 



nr STATUTO DELLA SOCIETX, ETC 



Art. 43. — Rimangono abrogad tutd gli articoli dello Statuto prowisorio del 2 
marzo 1884. 

Art. 44. — Qualunque proposta per aggiunta o modificazione al presente Statuto 
dovri essere sottoscritta da almeno 30 sod ed approvata dalla Soaet^ coUa mag- 
gioranza di almeno */3 del votanti. 

Art. 45. — Nel caso di sciogUmento della Societii, Tassemblea generaJe del soci 
resident!, coll'intervento di alnieno >/) dei medesimi, delibereri sulla destinazione dei 
fondi rimasti disponibili. 

Articolo transitorio. — Le prime elezioni per TUfficio di Presidenza e pel 
Consiglio Direttivo saranno iatte dall'assemblea dei soci residenti, convocati in appo- 
sita adunanza straordinaria. 



UFFICIO DI PRESIDENZA 

PEL BIBNNIO 1 904- 1 905 
(elotto dai Soci resident! nell'adanaiua del 10 maggio 1904): 

ALBEGGIANI (M. L.), Presidente. — GEBBiA, Vice Presidente. — DI SIMONE e 
GUERRA, Segrctari. — LA MENSA e POLITI, Vice Segretari. — PORCELLI (S.), Teso- 
riere. — ALAGNA e PEPOLI, BibHotecari. 



CONSIGLIO DIRETTIVO *) 

(cOMITATO di REDAZIONE DEI « REND I CONTI ») 

PEL TRIBNNIO 1903-1904-1905 
(eletto dall'lntera SocletA 11 18 gennajo 1908) : 

ALBEGGIANI (M. L.) (Palermo), BiANCHI (Pisa), CAPELLi (NapoH), CERRUTI 
(Roma), DEL PEZZO (NapoU), DEL RE (NapoH), DINI (Pisa), 6EBBIA (Palermo), 
GUCCIA (Palermo), LORIA (Genova), MITTA64.EFFLER (Stockholm), PASCAL (Mi- 
lano), PEANO (Torino), PINCHERLE (Bologna), POINCARE (Pans), TONELLI (Roma), 
TORELLI (Palermo), VOLTERRA (Roma), NN., NN. 



DlrBttor€ dBl " RBndlcontI „ : GUCCIA. 



*) KegU anni trucorti fecero parte del Consiglio Direttivo i dcfunti soci : GIUSEPPE ALBEGGIANI 
(ilSS-i89a), GIUSEPPE BATTAGUNI (iB88-iS94\ EUGENIC BELTRAMI (1888-1900), ENRICO BETTI 
(cMl.i89a), FRANCESCO BRI08CHI (1888-1897), FELICE CA80RATI (1888.1890), LUI6I CREMONA 
(1MS.190)) • nCCAlOO DE PAOUS (1888.1893). 



ELENCO DEI SOCI 

(26 MARZO 1905). 



* ccmtrftMCgn* i noni di colore che il a nuirio 1884 tottotcriatero U primo Sututo dcUa Societi. 
i* coDtraMcgoa i nomi dei Soei petpttui (Art. 11 del vigeate Statute del %€ febbrajo iftSft). 



Al nome del socio aeguono, fra parentesi [ ] : i^ il htogo e U data di nascita ; a^ la datA d'ammts* 
sione ; 3^ il mmmtro d'ordiue d'ammissione ; 4^ (in fine) Vindiri^^o. — Ai ay soscrittori dello Statuto prov- 
viaorio del a marzo 1884 fu assegnato il nmmero d'otdime giusta I'ordine alfabctico dei loro nomi. 



ACKERMANN-TEUBNER (Alfred) [Leipzig (Sachsen) (Deutschland) : 31.1.1857] 
[io.5.ioo3][3i8], Verlagsbuchhindler, in Firraa « B. G. Teubner » ; Mitglied der 
Deutscnen Mathematiker-Vereinigung ; Mitglied der Soci^t^ Math^madque de France. 
[Poststr. 5 — Leipxig (Deutschland)], 

ADHEMAR (Vicomte Robert d') [Saint-Hippolyte-du-Fort (Card) (France) : i.i 1.1874] 
[1 2.2. 1905] [358], ancien ^^ve de r£cole Centrale de Paris; ins^nieur des Arts et 
Manufactures ; docteur ks Sciences math^matiques ; membre de la Soci^t6 Math^ma- 
tique de France, de la Soci^t^ Scientifique de bruxelles, de la Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung; professeur de Calcul integral ^ la Facult^ libre des Sciences de Lille. 
[Place de GenevUres, 14 — LilU (Nord) (France)], 

AGUGLIA (Gaetano) [Termini Imerese (Palermo) (Italia^: 2 1.4. 1877] [13. 12. 1903] 
[325], dottore in Matematica; insegnante nella R. Scuola Tecnica e nel R. Ginnasio 
di Termini Imerese. [R, Scuola Tecnica — Termini Imerese (Prov, di Palermo) (Italia)]. 

• ALAGNA (Rosario) [Partanna (Trapani) (Italia) : 1 2.7. 1 8 5 3 ] [2. 3 . 1 884] [ i ], inge- 
gnere; bibHotecario del Qrcolo Matematico di Palermo; libero docente di AnaBsi 
algebrica nella R. University di Palermo ; professore nella R. Scuola Normale Femminile 
di Palermo. [Via Cappucchn, 9 — Palermo (Italia)], 

ALASIA DE QUESADA (Cristoforo) [Sassari (Italia): 2i.ii.i869][o.i2.i90o][283], 
licenziato in Scienze Fisiche e Matematiche ; membro della Soci^t^ Beige d'Astrono- 
mie ; prof, nel R. Ginnasio di Tempio Pausania. [R. Ginnasio — Tempio Pausama 
(Prov, di Sassari) (Italia)], 

* ALBEGGIANI rMichele Lui^) [Palermo (Italia) : 7.3.1852] [2.3.1884] [3], ingegnere; 
corrispondente della Sodetii di Scienze NaturaU ed Economiche di Palermo ; membro 
della Deutsche Mathematiker-Vereinigimg ; Presidente, e membro del ConsigHo Diret- 
tivo, del Qrcolo Matematico di Palermo ; libero docente di Geometria anafitica neUa 
R. Universiti^ di Palermo ; prof. inc. di Applicazioni della Geometria descrittiva neUa 
R. Scuola d'AppUcazione per gringegneri in Palermo ; prof, di Matematica, e vice 
preside, nel R. Istituto Tecnico « Fmppo Parlatore » di Palermo. [Salita Banditore, 4 — 
Palermo (Italia)], 

ALMANSI (EmiUo) [Firenze (Italia): 15. 4. 1869] [12. 3. 1899] [271], ingegnere; dot- 
tore in Matematica ; prof straord. di Fisica matematica nella R. Universitii di Genova. 
[Cor so Solferind, 24 — Genova (Italia)], 

ALVAREZ UDE (Don Jos6 G.) [Madrid (Espana): 18.3.1876] [12.2.1^5] [359], Dr. 
en Qencias Hsico Matemiticas; Gitedritico de Geometria descriptiva y Geometria de la 
posicion en la Facultad de Qencias de Zaragoza. [CalU del 4 de Agosto, J y ^, 2° — 
Zarago^a (Espaha)], 

AMALDI (Ugo) [Verona (Italia): 184.1875] [26.5.1901] [295], dott. in Matematica; 
professore straord. di Algebra e Geometria anaUtica neUa R. University di CagliarL 
[R> University — Cagliart (Italia) ]. 

AMANZIO (Domenico) [Marano (NapolQ (Italia): 2.2.1854] [8.4.1894] [204], dot- 
tore in Matematica; socio dell'Accadenua rontaniana; prof nel R. Collegio Militare 
e nel R. Istituto Tecnico vGiovan Battista della Poru» di Napoli. [Cor so Vittorio 
Emamule, ii^-^ Napoli (Italia)], 



YI ELENCO DEI SOCl. 



AMATO (Vincenzo) [Taranto (Lecce) (Italia): 2.i.i88i][8.ii.i903][324], dottore 
in Matemadca ; socio corrispondente dell'Accademia degli Zelanti di Acireale ; inc. 
dell'insegnamento delle Matematiche nel R. Ginnasio di Adem6. [R. Ghtnasio — 
Ademd (Prov. di Catania) (Italia)], 

AMATURO (Enrico') [Salerno (Italia) : 22.5.1863] [12.8.1888J [127], dottore in Mate- 
matica ; ingegnere civile ; libero docente di Geometria descrittiva con disegno nella 
R. Universiti di Napoli ; «assistente alia cattedra di Applicazioni di Geometria descrit- 
tiva nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Napoli. / Pia'i^a dei Vergini, ^6 — 
IJapoli (Italia)]. 

AMICI (Nicola) [Acquasanta (Ascoli Piceno) (Italia): 21. 10. 1866] [11. 3. 1804 J [201], 
dottore in Matematica ; prof, nel R. Istituto Tecnico a Alberigo GentiU » di Macerata. 
[R, Istituto Tecnico — Macerata (Italia)], 

AMODEO (Federico) [Avellino (Italia): 8.io.i859][24.4.i887J[64], dottore in Ma- 
tematica; socio residente dell'Accadeniia Pontaniana di Napoli; menibro della Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung ; libero docente di Geometria projettiva con disegno e di 
Storia delle Scienze Matematiche nella R. University di Napoli ; professore nel R. Isti- 
tuto Tecnico « Giovan Battista della Porta » di Napoli. [ Via S. Gennaro ad Antigna- 
no, 16 — Napoli (Italia)]. 

ANDRE (D^sir^) [Lyon (Rhdne) (France) : 29.3.1840] [23.3.1890] [ 160], ancien d^ve 
de I'Ccole Normale sup^rieure de Paris ; agr6g^ de rUniversit6 ; docteur ts Sciences 
mathtoatiques ; membre et ancien prc'sident de la Soci^t^ Philomathique de Paris; 
membre et ancien president de la Soci6t^ Math^matique de France ; membre de 
la a Commission permanente intemationale du Ripertoire Bibliographique des Sciences 
Mathimatiques » ; coUaborateur de VEncyclop^die its Sciences Mathematiques pures et 
appliquies; professeur honoraire de Mathimatiques sp^ciales au College Stanislas; 
professeur d*Analyse k Tlnstitut Catholique de Paris. [Rue Bonaparte, jo^i* — Pa- 
ris, VP (France)], 

ANGELITTI (FiHppo) [AjeUi (Aquila) (Italia): 1.5.1856] [27.11. 1898] [259], ing.; dot- 
tore in Matematica ; socio residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli ; socio corri- 
spondente della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; socio 
ordinario della Societii di Scienze NaturaU ed Economiche di Palermo; socio attivo 
della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; prof. ord. di Astro- 
nomia nella R. Universitii di Palermo ; direttore del R. Osservatono A.strononiico di 
Palermo. [R, Osservatorio Astronomico, Pala^xo Reale — Palermo (Italia)]. 

APPELL (Paul) [Strasbourg (Alsace): 27.9.1855] [12.4.1891] [174], membre de Tln- 
stitut de France (Acad^mie des Sciences, section de G^om^trieJ; membre et ancien 
president de la Soci6t6 Math^matique de France ; membre de la Soci6t6 Philomathique 
de Paris; docteur (honoris causa) en Math^matique de TUniversit^ de Christiania; 
coUaborateur de VEncyclopMie des Sciences Mathimatiques pures et appliquies; doyen, 
et professeur de M^canique rationnelle, k la Faculty des sciences de Paris ; professeur 
k 1 ficole Centrale des Arts et Manufactures de Paris ; r^p^titeur d Tficole Polytechnique 
de Paris. [Rue Bonaparte, ij — Paris, VP (France)]. 

AUTONNE (Uon) [Odesse (Russie) : 28.7.1859] [26.1. 1896] [227], ancien d^ve de 
rficole Polytechnique de Paris ; ing^nieur des Fonts et Chauss^es ; docteur ks Sciences 
mathimatiques ; membre de la Soci^t6 Math^matique de France ; membre de la So- 
ci^t^ Mathematique de Moscou; maitre de conferences k la Faculty des Sciences de 
Lyon. [Rue Monthernard, 9 — Lyon (Rhdne) (France)]. 

BAGNERA (Giuseppe) [Bagheria ^alermo) (Italia) : 14 . 1 1 . 1865] [22 . 12 . 1889 ; 
27.3.i904J[i5 3], ingegnerc; dottore in Matematica; socio ordinario della Reale Acca- 
demia Peloritana di Messina ; prof straord. di Algebra complementare e Geometria 
analitica, ed inc. di Analisi superiore, nella R. University di Messina. [R. Universitd — 
Messina (Italia)]. 

BARBIERI (Armando) [Modena (Italia): 13. 12. 1878] [10.7. 1904] [3 3 5], dottore in 
Matematica ; assistente onorario nella R. Universitd di Modena ; inc. alle classi ag- 
ffiunte nel R. Liceo « Ludovico Antonio Muratori » di Modena. [Via Maraldo, 8 — 
Modena (Italia)]. 
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BARBIERI (Ubaldo) [Modena (Italia): 2.6.1874] [28.4.1901] [294], dott in Mate- 
matica; assistente alle cattedre di Geodesia e Geometria pratica nella R. Scuola d'Appli- 
cazione per gFIngegneri di Roma. / Piaif^a S. Maria Maggiore, 12 — Roma (Italia)]. 

BARRESI (Francesco Paolo) [Palermo (Italia): 23.12.1875] [28.4.1901] [293]. [Ban- 
co di SicHia — Ma^ara del Vallo (Prov. di Trapani) (Italia)]. 

BASILE (Ernesto) [Palermo (Italia): 31.1.1857] [26.8.1888] [128], architetto; ace. 
di merito della Romana Accademia di Belle Arti di S. Luca ; socio onorario delle Reali 
Accademie di Belle Arti di Milano, Bologna, Firenze, Carrara e Venezia; socio corri- 
spondente deUa Reale Accademia Raffaello in Urbino ; prof, onorario del Reale Istituto 
di Belle Arti di Napoli ; socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo ; socio corrispondente della Societii di Scienze Naturali ed Economiche 
di Palermo ; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; direttore dei 
lavori del Teatro Massimo di Palermo; direttore e professore di Architettura del 
R. Istituto di Belle Arti in Palermo ; consigliere efFettivo della Giunta superiore di 
Belle Arti ; prof, ordinarlo di Architettura tecnica nella R. Scuola d*Applicazione per 
gringegneri in Palermo. [Via Siracusa, ij — Palermo (Italia)]. 

BERRY (Arthur) [London (England) : 28.12.1862] [26.^.1905] [387], M.A.; Fellow 
of the Royal Astronomical Society, of the Cambridge Philosophical Society and of the 
Royal Statistical Society ; Member of the London Mathematical Society, of the Ame- 
rican Mathematical Society and of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Fellow of 
University College, London; Fellow and Assistant Tutor in Mathematics, King's Col- 
lege, Cambridge, England. [King's College — Cambridge (England)]. 

BERTINI (Eugenio) [Forll (Italia): 8.1 1. 1846] [4.3.1888] [loi], dott. in Matem.; uno 
dei XL della Societii Italiana delle Scienze (Roma) ; membro libero del Reale Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; socio corrispondente della Reale Accademia 
dei Lincei (Roma) e della Reale Accademia delle Scienze di Torino ; prof, onorario della 
R. Universiti di Pavia ; prof. ord. di Geometria superiore, ed inc. di Geometria pro- 
jettiva e descrittiva con disegno, nella R. University di Pisa. [R. Universitd — Pisa 
(Italia)]. 

BERZOLARI (Luigi) [Napoli (Italia): I.5.i863][4.i2.i887][74], dott. in Matem.; 
socio corrispondente del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; 
collaboratore della Encyklopadie der Mathematischen fVissenschaften, mit Einschluss ibrer 
Amvendungen; prof. ord. di Algebra complementare e Geometria analitica, e incaricato 
di Matematiche superior!, nella R. Universitii di Pavia. [R. Universitd — Pavia (Italia) ]. 

BIANCHI (Luigi) [Parma (Italia): 18.1.1856] [24.12.1893] [195], dott. in Matem.; uno 
dei XL della Societil ItalLma delle Scienze (Roma) ; socio nazionale della Reale Acca- 
demia dei Lincei (Roma) ; accademico nazionale non residente della Reale Accademia 
delle Scienze di Torino ; corrispondente della Reale Accademia delle Scienze dell'Isti- 
tuto di Bologna, del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) e della 
Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; membro del Con- 
siglio E^ettivo del Circolo Matematico di Palermo ; redattore clegli Annali di Matematica 
pur a ed applicata; prof. ord. di Geometria analitica, ed inc. di Matematiche superiori, 
neUa R. Universiti di Pisa. [R. Universitd — Pisa (Italia)]. 

BLASERNA (Pietro) [Fiumicello presso Aquileja (Friuli orientale) : 29.2.1836] 
[5. 1. 1 896] [225], vice presidente del Senato; uno dei XL, e segretario, della Society 
Italiana delle Scienze (Roma); presidente della Reale Accademia dei Lincei (Roma); 
membro d*onore della Reale Accademia di S. Cecilia e di quella di S. Luca, della Societ^ 
di Fisica di Ginevra, della Societil Elvetica delle Scienze, dell*Ateneo di Bergamo; 
corrispondente delle Reali Accademie di Torino, Napoli, Bologna e del Reale Istituto Ve- 
neto di Scienze, Lettere ed Arti ; socio onorario della Reale Accademia di Scienze, Lettere 
e Belle Arti di Palermo ; membro della Society degli Spettroscopisti Italiani ; dottore 
(honoris causa) di medicina della KgL Albertus-Universitat Kdnigsberg; consigliere- 
relatore dell'Ordine civile di Savoia; direttore dell*Ufficio centrale per if Corista Inter- 
nazionale ; membro, e sefi;retario, del Comitato intemazionale di Pesi e Misure ; prof 
ord. di Hsica sperimentale nella R. University e direttore del R. Istituto Fisico di 
Roma. [IL Istituto Fisico, Via di Panispema, 8^ — Roma (Italia)]. 

B0G6I0 CTommaso) [Valperga (Torino) (Italia) : 22.12.1877] [8.1. 1905] [348], ^^t- 
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tore in Matemadca ; libero docente di Fisica matemadca ed assistente alia cattedra di 
Gcometria projettiva e descritriva nella R. Universiti di Torino. [Via Valfrh, 18 — 
Torino (Italia)]. 

^BONTADE (Giovanni) [Palermo (Italia): 274.1857] [2. 3. 18S4] [5], ing.; sodo del 
CoUegio degli Ingegneri ed Architetti in Palenno. [Corso Scinh, iSo^Palermo (lialia)]. 

B0RDI6A (Giovanni) [Novara (Italia): 24.1854] [9.9. 1888J [132], dottore in Mate- 
matica; socio corrispondente del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Axti; 
libero docente, e incaricato dell*insegnamento di Geometria descrittiva, nella R. Uni- 
versiti di Padova. [S. Lio — Venecia (Italia)]. 

BORTOLOTTI (Ettore) [Bologna (Italia) : 6. 3. 1866] [14.7. 1889] [149], dottore in 
Matematica ; prof, di Analisi algebrica ed inc. di Calcolo infinitesimale nella R. Uni- 
versiti di Modena. [VUla S. Agnese, 22^ — Medina (Italia)]. 

BOTTINO (Francesco) [Palenno (Italia): 14.8.185 5] [24.3.1889] [144^ ingegnere 
civile; ingegnere di Miniere di Zolfo; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Archi- 
tetti in Palenno ; prof, di Matematica nel R. Ginnasio Giovanni Men ; assistente al 
Gabinetto di Costnizioni nel R. Istituto Tecnico « Rlippo Parlatore » di Palermo. 
[Via VUlarosa, 12 — Palermo (Italia)]. 

BOURLET (Carlo) [Strasbourg (Alsace): 25.4.1866] [26.2.1899] [269], docteur te 
Sciences math^matiques ; agr^g^ de TUniversit^ ; laur6at de Tlnstitut de France ; mem- 
bre de la Society Math^matique de France ; collaborateur de V Encyclopidie des Sciences 
Math^matiques pares et atbliquees ; professeur de Math^matioues specialcs au Lyc^e 
St.-Louis ; professeur de math6matiques et de Mecanique i TEcole des Beaux- Arts de 
Paris. [Avenue de VOhservatoire, 22 — Paris, XIV' (France)]. 

BOUTROUX (Piene) [Paris (France): 6. 12. 1880] [11. 12. 1904] [340], docteur ^s 
Sciences ; collaborateur de VEncyclopidie des Sciences Matb^matiques pures et appliqtUes. 
[RondrPoint Bugeaud, ; — Paris, XVI' (France) ]. 

BOZAL Y OBEJERO (Angel) [Zaragoza (Espana): 27.10.1872] [27.12.1903] [326], 
Doctor en Ciencias Matemiticas; Doctor en Ciencias Fisicas; Licenciado en Qencias 
C^uimicas; Catedritico Numerario, por oposici6n, de Matemiticas en el Instituto general 
y tecnico de San Sebastiin (Espana) ; Director de la Gaceta de Matemdticas elementales. 
[Calle de Trafalgar, j6, 5**, i^quierda — Madrid (Espana)]. 

BREGLIA (Ernesto) [Napoli (Italia): 4.1. 1863] [5.2.1888] [97], ingegnere; dottore 
in Matematica ; libero docente di Statica grafica ed assistente alia cattedra di Statica 
grafica nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Napoli. [Via Trinitd degli 
Spagnoli, )i — Napoli (Italia)]. 

BRILL (Alexander von) [Darmstadt (Hessen) (Deutschland) : 20.9.1842] [11. 12. 1904] 
[^39], Dr. phil. und nat. ; korr. Mitglied der Physikalisch-medizinischen Sozietat zu 
trlangen; kon-. Mitglied der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zuGdttingen; kon. 
Mitglied der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften zu Munchen; Mitglied 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor der Mathematik an der Kgl. 
Eberhard-Karls-Universitdt Tubingen, [hugenstr. 5 — Tubingen (fVUrttemberg) (Deutsch- 
land)]. 

BRUSOTTI (Luigi) [Pavia (Italia): 11.9.1877] [25.12.1904] [344], dottore in Mate- 
matica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella R. University 
di Pavia. [Via Mantovani, 10 — Pavia (Italia)]. 

BURALI-FORTI (Cesare) [Arezzo (Italia): 13.8.1861] [10.3. 1889] [143], dottore in 
Matematica ; prof, nella R. Accademia Militare di Torino. [R. Accademia Militare — 
Torino (Italia)]. 

BURGATTI (Pietro) [Cento (Fenara) (Italia): 28.2.1868] [8.7.1894] [208], dottore 
in Matematica ; libero docente di Calcolo infinitesimale e di Meccanica razionale, ed 
assistente alle cattedre di Algebra e Calcolo, nella R. University di Roma; assistente 
nel R. Ufficio Centrale di Meteorologia e Geodinamica. [Via Principe Amedeo, 66 — 
Roma (Italia)]. 

CALAPSO (Pasquale) [Carini (Palermo) (Italia): I2.4.i872][i0.i2.i899][276], dot- 
tore in Matematica; assistente alia cattedra di Geometria analitica e projettiva nella 
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R. Universitii di Palermo ; inc. di Matematica nel R. Istituto Tecnico « FiKppo Parla- 
tore » di Palermo. [Via QuinHno Sella, 48 — Palermo (Italia)]. 

• CALDARERA (Francesco) [Randazzo (Catania) (Italia): 5.5.1825] [2.3.1884] [7], in- 
gegnere ; socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Paler- 
mo ; socio ordinario della Society di Scienze NaturaU ed Economiche di Palermo ; mem- 
bro della Soci^t^ Math^matique de France ; socio corrispondente dell' Accademia Pon- 
taniana di Napoli, dell' Accademia Gioenia di Scienze Naturali (Catania), dell' Accademia 
Dofiiica di Acireale, della Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena, deUa 
Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Padova e dell'Associazione « Mathesis » 
d'ltalia ; prof. ord. di Meccanica razionale nella R. University di Palermo. [Via 
Enrico Parisi, 4 — Palermo (Italia)]. 

CAMINATI (Pietro) [Genova (Italia): 7.4.1837] [12.2. 1905] [360], ingegnere-archi- 
tetto; ex pensionato architetto dall'Accademia di Belle Arti di Genova; prof, di Mate- 
matica net R. Istituto Tecnico e Nautico « Pietro Martini » di Cagliari. [Via Barcel- 
Uma, 29 — Cagliari (Italia)], 

CANTOR (Georg) [Sanct Petersburg (Russland) : 19.2/3.3.1845] [26.3.1905] [386], 
Dr. phil. ; Dr. math. (Christiania) ; Mitglied der Kaiseruchen Leopoldiniscti-CaroUni- 
schen Deutschen Akademie der Naturforscher (Halle") ; korrespondent Mitglied der 
Kgl. GeseUschaft der Wissenschaften zu Gdttingen ; Ehrenmitglied der London Mathe- 
matical Society; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor 
der Mathematik an der Vereinigten Friedrichs-Universitat Halle- Wittenberg. [HSndelstr, 
15 — Halle a. d. S. (Preussen) (Deutschland)]. 

• CAPELLI (Alfredo) [Milano (Italia): 5.8.1855] [2.3.1884] [8], dott. in Matem.; socio 
ordinario residente della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; 
sodo residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli ; socio onorario della Reale Acca- 
demia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; socio corrispondente della Reale Ac- 
cademia dei Lincei (Roma); membro del Consiglio EHrettivo del Circolo Matematico 
di Palermo ; direttore del Giomale di Matematiche; prof ord. di Algebra complementare 
ed inc. di Analisi superiore nella R. University di Napoli. [Corso Re d*Italia (Retti- 
filo), 248 — Napoli (Italia)]. 

• CAPITA (Michele) [Palermo (Italia) : 24.10.1835] [2.3.1884; 26.3.1 905] [9], ing.; so- 
cio attivo deUa Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Pdermo ; socio 
della Sodeti di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo; socio della Societii d'l- 
giene di Palermo ; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; prof, 
ord. d'Idraulica teorico-pratica con la dottrina dei motori idraulici e dell'Idraulica agri- 
cola, inc. di Costnizioni fluvial! e marittime, e EKrettore, deUa R. Scuola d'Applica- 
zione per gl'Ingegneri in Palermo. [Via Quintino Sella, 2 — Palermo (Italia)]. 

CARRONE (Claudio) [Popoli (Aquila) ^talia) : 23.3.1874] [9.1 1.1902] [3 11], dot- 
tore in Matematica; prof, nella R. Scuola Tecnica di Siracusa. [Via Manidce, loi — 
Siracusa (Italia)]. 

CARSLAW (Horatio Scott) [Helensburgh (Scotland): i2.2.i870][io.i. 1807] [235], 
M. A. (Cambridge), M. A. (Glasgow), D. Sc. (Glasgow) ; Fellow of Emmanuel College, 
Cambridge ; Member of the Edinburgh Mathematical Society ; Member of the London 
Mathematical Society ; Professor of Pure and Applied Mathematics in the University 
of Sydney. [The University — Sydney (N.S.fV.) (Australia)]. 

CA8SANI (Pietro) [Veneria (Italia) : 4.6.1832] [14.8.1898] [257], dott. in Matem.; 
membro effettivo del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti; socio degli 
Atenei di Venezia e Treviso ; prof, di Matematiche nel R. Istituto Tecnico « Paolo 
Sarpi » di Venezia. [S. Martino, Campo della Tana, 2160 — Vene:(ia (Italia)]. 

CASTELNUOVO (Guido) [Venezia (Italia): I4.8.i865][i3.i. 1889] [138], dott. in 
Matem.; socio corr. della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; socio corr. della Reale 
Accademia delle Scienze di Torino ; coUaboratore della Encyklopddie der Mathematischen 
Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Anwendungen ; prof. ord. di Geometria analitica e 
projettiva, e inc. di Matematiche superiori, nella R. Universitii di Roma. [Pia:^a 
S. Pietro in Vincoli, $ — Roma (Italia)]. 

CATTANEO (Paolo) [Padova (Italia^: 20.4. 1 878] [i 4.4.1 901] [292], dottore in Ma- 
tematica. [Via Solferino, /j — Padova (Italia)]. 

Remd. Gr*. Mmttm. FaUrmo, t. XIX (190$). — Sumpato U 6 aprile 1905. b 
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CERRUTI (Valentino) [Croce Mosso (Novara) (Italia): 14.2.1850] [5. 12.1886] [48], 
•oAtore del Regno; uno dei XL della Societi ItaHana delle Scienze (Roma); sodo 
^ionale (e segretario per la Oasse di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali) deUa 
l^al^ Accademia dei Luicei (Roma); membro della Kaiserliche Leopoldinisch-Caro- 
^sche Deutsche Akademie der Naturforscher (Halle), della Soci6t6 Math^raatique 
^ France e della Soci6t^ des Sciences Math^matiques et Naturelles de Oierbourg; 
lenibro del Consiglio superiore di Pubblica Istruzione ; membro del Consiglio Direttivo 
^1 Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Mate- 
^latichc superiori nella R. Universiti di Roma; direttore della R. Scuob d*Applicazione 
cr gri"K^'8n*-*n i" Roma. [Pia:^a S. Pietro in Vincoli, j — Roma (Italia)]. 

CERTO (Luigi) [Napoli (Italia): i9.i2.i85sJ[i4.io.i888][i3s], dottore in Mate- 
^ia^cA\ membro della Deutsche Matliematiker-Vereinigung ; prof, nel R. liceo «Te- 
^rit\o Mamiani » di Roma. [R. Liceo Tereniio Mamiani — Roma (Italia)]. 

CHINI (Mineo) [Massa (Massa Carrara) (Italia): 8.5.1866] [12.2.1905] [361], dott. in 
/t'jLtetti.'t libcro docente, c inc. di Calcolo infinit., neUa R. University di Genova; prof. 
^el ^* ^^^^ « Andrea D*Oria» di Genova. [Cor so Torino, 21 ^ Genova (Italia)]. 

CIANI (Edgardo) [Rocca San Casciano (Firenze) (Italia): 7.io.i864][io.7.i898j 
aSS3» ^^^^'^^ ^" Matematica; prof. inc. di Geometria projettiva nella R. Universita 
4i Genova. [Via Bagnara, 11 -^ Quinto al Mare (Prov. di Genova) (Italia)]. 

CIPOLLA (Michele) [Palermo (Italia): 28.10.1880J [26.1. 1902] [303], dottore in Ma- 
^^^atica. [Via Foltumo, 48''PaUrmo (Italia)]. 

COMPOSTO (Salvatore) [Patti rMessina} (Italia): 22.2. 1876] [12.4. 1903] [51 5 J, dot- 
ruf c in Matematica ; prof. neUa R. 5cuola Tecnica di Castrorealc. [R. Scuola Tecnica-^ 
Qnstroreale (Prov. di Messina) (Italia)]. 

CONTI (Ignazio) [...] [8.2.1885] [30J, dottore in Matematica; prof, nel R. Istituto 
Tccnico «Fuippo Parlatore» di Palermo. [R. Istituto Tecnico — Palermo (Italia)]. 

CORDONE (Gerolamo) [Genova Italia): 3.1 1.1867] [28.4.1895] [2 20J, dott. in Ma- 
tcmatica; assistente alia cattedra di Geometria descrittiva e disegno nella R. Scuola 
)4avale Superiore di Genova. [Via Cannato il Curto, 11, int. j — Genova (Italia)]. 

COSSERAT (Eugene) [Amiens (Somme) (France) : 4.3.1866] [5.1. 1896] [226], ancien 
tRve de rficole Normale sup^rieure de Paris ; agr^g^ dc TUniversit^ ; docteur ^s 
Sciences Math^matiques ; associ^ ordinaire de TAcad^mie des Sciences, Inscriptions 
et Belles-Lettres de Toulouse ; membre de la Soci^t6 Math^matique de France, de la 
Soci^t^ Math^matique de Kharkow et de la Soci6t^ Math^matique de Moscou; pro- 
fesseur de Calcul difF(6rentiel et integral A TUniversit^ de Toulouse. [Rue de Meti^ i — 
Toulouse (HauU-Garonne) (France)]. 

COSSERAT (Fran(;ois) [Douai (Nord) (France): 26.10.1852] [23.1. 1898] [244], an- 
cien d^ve de rficole Polytechnique de Paris; membre de la Soci^t^ Math^matique 
de France; ing^nieur en chef des Fonts et Chauss^es. /"i^t/fiitt^ de VObservatoire, ^6— 
Paris, XIV' (France)]. 

COSTA (Gregorio) [Napoli (Italia): 29.5.1856] [4.12.1887] [77], ing.; dott. in Fi- 
sica* socio corrispondente del R. Istituto d'incoraggiamento di Napoli; prof, di Fisica 
applicata nel R. Istituto Tecnico « Giovan Battista della Porta » di Napoli ; prof, di 
Rsica sperimentale nelCollegio Militare di NapoU. [Via TrUmnali, 19 4^mpoli (Italia)] , 

DALL'ACQUA (Francesco AureHo) [Venezia (ItaHa) : I9.q.i877][I2.2.I905][362], 
dottore in Matematica; libero docente di Analisi infinitesimale, ed assistente di Geo- 
metria analitica e di Analisi algebrica ed infinitesimale, nella R. Universiti di Padova. 
[S, Aponal, 1081 — Venei^ia (Italia)]. 

D'AMICO (Francesco) [Acireale (Catania) (Italia): 2.4.1880] [12.2.1905] [363], dot- 
tore in Matematica; assistente alia cattedra di Algebra e Geometria analitica nella 
R. University di Catania. [Via Mar^ulli, 2j — AcireaU (Prov. di Catania) (Italia)]. 

DANIELE (Ermenegildo) [Chivasso (Torino) (Italia): i3.io.i875][i3.ii. 1898] [258], 
dottore in Matematica ; libero docente di Meccanica razionale e prof, intemo di Ma- 
tematica presso la Scuola Normale in Scienze della R. Universiti di Pavia. [R. Uni- 
versitd ^ Pavia (Italia)]. 
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D'ARONE (Giovanni Domenico) [Palermo (Italia): ii. 12. 1859] [24.1. 1886; ^•S-i?04] 
[383, ing.;dottore in Matematica ; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Architetti 
in Palermo ; assistente alia cattedra di Geometria pradca neUa R. Scuola d'Applicazione 
per gl'Ingegneri in Palermo ; reggente di Matematica nelle Scuole Tecniche, coman- 
dato per le matematiche nel R. Istituto Tecnico aFilippo Parlatore» di Palermo. 
[R. Scuola d'Applica^ione per gVIngegneri — Palermo (Italia)], 

DE DONDER (Th^ophile) [Schaerbeek (Brabant) (Belgique) : 19.8.1872] [3. 4.1 901] 
[2903, docteur en Sciences physiques et math^matiques. iRue Masui, 1^6 — Bruxelles 
(Belgique)]. 

DE FRANCmS (Michele) [Palermo (Italia) : 64.1875] [13.1.1895] [215], dottore in 
Matematica; socio ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina; libero do- 
cente di Geometria analitica e projettiva nella R. Universitii di Messina; prof, nel 
R. Istituto Tecnico « Antonio Maria Iaci» di Messina. [Viale S. MarHno, i}S^*' — 
Messina (Italia)]. 

DEL 6IUDICE (Modestino) [Mercogliano (Avellino) (Italia): 1 3.2.1864] [i 5.1. 1899] 
[262], dottore in Matematica ; libero docente di Geometria analitica neUa R. University 
di Napoli ; prof, di Matematiche nel R. Istituto Tecnico « Pietro Giannone » di Foggia. 
[R. IsHtuto Tecnico — Foggia (Italia)]. 

DELLA ROCCA DI CANDAL (Gino) [Napoli (Italia) : 1.3. 1848] [5.2.1888; 12.6.1904] 
[04], ing. ; Regio Ispettore Superiore delle Ferrovie ; membro del Comitato superiore 
delle Ferrovie ; segretario generale della R. Commissione per Tordinamento deUe 
Ferrovie. [Corso Vittorio Emanuele, 1^4 — Roma (Italia)]. 

DEL PEZZO (Pasquale), duca di Cajanello [Berlino (Germania): 2.5.1859] [5. 12.1886] 
[49], dott. in Diritto ; dott. in Matematica ; socio residente dell' Accademia Pontaniana; 
socio ordinario residente della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche 
di Napoli; socio corrispondente dell* Accademia Pontificia dei Nuovi Lincei (RomaV, 
socio corrispondente del Reale Istituto d*incoraggiamento in Napoli; membro deUa 
Soci^t^ Math^matique de France ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Mate- 
matico di Palermo ; prof. ord. di Geometria superiore nella R. University di NapolL 
[Pia^a S. Marcellino, 2 — Napoli (Italia)]. 

DEL RE (Alfonso) [Calitri (Avellino) (Italia): 9.10.185^] [i 3.2.1887] [60], dottore 
in Matematica; consigliere comunale di Napoli; socio comspondente nazionale della 
Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; socio non residente 
della Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena e della Societii dei Natu- 
ralisti di Modena ; socio residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli ; membro del 
Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Geometria de- 
scrittiva con disegno nella R. University di Napoli. [Via Foria, ^8 — Napoli (Italia)]. 

DICK8TEIN ^amuel) [Varsovie (Pologne) (Russie) : 12.5.1851] [28.6.1903] [321], 
ancien ^^e de tficole sup^eure et de TUniversit^ de Varsovie ; membre correspon- 
dant de TAcad^mie des Sciences de Cracovie ; associ^ Stranger de la Kgl. Bdhmische 
Gesellschaft der Wissenschaften (Prague) ; membre de la Soci^t6 des Amis des Scien- 
ces de Posen, de la Soci6t6 Math^matique de France, de la Deutsche Mathematiker- 
Vereinigimg, de la Soci^t6 Math^matique de St.-P^tersbourg, de Tlnstitut Interna- 
tional Bibliographique de Bruxelles, du Comit^ permanent des Congr^s intemationaux 
d'Actuaires, de la Soci^t^ aCopemic» des Naturalistes Polonais k L^opol; r^dacteur 
des Prace Matematyc:(no-Fi:^C7;ne et des Wiadomosis matemaiycxne ; president de la 
Commission m^^orologique k Varsovie; membre du Conseil d' administration de la 
Soci^^ d'assurances sur la vie « Providentia »; ancien professeur de Math^matiques au 
G3rmnase. [Rue Mars^alkowska, iij — Varsovie (Pologne) (Russie)]. 

DINI (Ulisse) [Pisa (Italia): 14.11.1845] [22.7.1900] [282], dott. in Matem. ; sena- 
tore del Regno ; membro della Giunta e del Consiguo superiore di Pubblica Istruzione; 
socio nazionale deUa Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; socio della Societil Italiana 
delle Scienze (detta dei XL) (Roma) ; accademico nazionsde non residente della Reale 
Accademia deUe Scienze di Torino ; socio corrispondente delta Reale Accademia delle 
Scienze dell'Istituto di Bologna, del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere 
(Milano) e della KdnieL Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen ; membro ono- 
rario deUa London Mathematical Society; dottore (honoris causa) in Matematica 
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dell'Universiti di Chrisdania ; membro del G)nsiglio Diretdvo del Qrcolo Matematico 
di Palermo ; redattore degli Annali di MaUmatica pura ed applicata ; direttore della 
R. Scuola Nomiale Superiore di Pisa ; prof. ord. di Analisi superiore ed inc. di Calcolo 
ix^Bnitesimale neUa R. Universiti di Pisa. [R. Scuola Normale Superiore — Pisa (Italia)]. 

W PIRRO (Giovanni) [...][io.3.i895][2i8j, dottore in Matemadca. [Via BuonarroH, 
59, int )4 — Roma (Italia)]. 

DI SmONE (Guglielmo) [Palermo (Italia): 7.9.1862] [2 5.1. 1885] [28}, ingeepere ; 
socio del Collegio degli Ingegneri e Architetd in Palermo ; sefi;retario del Qrcolo 
Matematico di Palermo. [Via Principe Scordia, 11 — Palermo (lUuia)]. 

D'OVIDIO (Enrico) [Campobasso (Italia): 1 1.8.1843J [4.12.1887] [72J, dott. in Matema- 
dca ; senatore del Regno ; presidente della Reale Accademia delle Scienze di Torino ; 
uno dei XL della Society Italiana delle Scienze (Roma) ; socio nazionale della Reale 
Accademia dei Lincei (Roma) ; corrispondente del Reale Isdtuto Lombardo di Scienze 
e Lettere (Milano) e della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matemadche di 
Napoli; socio emerito dell* Accademia Pontaniana diNapoli; socio onorario della Reale 
Accademia di Scienze, Lettere ed Ard di Modena; membro della Soci^t^ Math^madque 
de France (Paris) e della Societd Matemadca di Praga ; preside della Facolt4 di Scienze 
Fisiche, Matemadche e Naturali, prof. ord. di algebra e Geometria analidca, ed inc. 
di Analisi superiore, nella R. Univcrsiti di Torino. [Corso Oporto, 20 — Torino 
(Italia)]. 

mJRAN LORIGA Guan J.) [La Coruna (Espana) : 17.6.1854] [26.1. 1896] [228]; 
naiembro de la Soci6t^ Math^matique de France ; miembro de la Associadon rran^aise 
pour TAvancement des Sciences ; miembro de la Sociedad Qentifica a Antonio Alzate » 
(Mexico) ; Director de la Academia preparatoria para carreras Qviles y Militares ; Co- 
mandante de Artilleria (al riposo) ; Ingeniero industrial [Pla^a de Maria Pita, 20 — 
La Coruna (Espana)]. 

EIESLAND Qohn) [Krisdansand (Norway): 27.1.1867] [12.3.1905] [384], B.Ph. 
(South Dakata State University) ; Ph. D. (Johns Hopkins University) ; Professor of 
Mathemadcs, Thiel College, Greenville, Pa. (1895-1903^ ; Instructor in Mathcmadcs, 
United States Naval Academy, Annapolis, Md. [ U. S. Naval Acadtntf — AnnapoUs 
(Md.) (U. S. A.)]. 

EMCH (Arnold) [Hessigkofen (Gmton of Solothum) (Swiuerland) : 24. 3.1 871] 
[26.3.1905] [390], M Sc., Ph.D. (Kansas); Member of the American Mathemadcal 
Society ; Member of the Society for the Promotion of Engineering Education ; Editor 
of the University of Colorado Studies ; formerly Professor of Mathemadcs in the 
Technicum of Biel, Switzerland ; Professor of Graphics and Mathemadcs in the Uni- 
versity of Colorado. [ University of Colorado — Boulder (Col) (U. S. A.)]. 

ENRIdUES (Federico) [Livomo (Italia): 5. i.i 871] [22.7.1894] [20Q], dott in Mate- 
madca ; accademico onorario della Reale Accademia delle Scienze deulsdtuto di Bolo- 
gna ; coUaboratore della Encyklopddie der Malhematischen fVissenschaften, mit Einschluss 
threr Anwendungen ; prof. ord. di Geometria projetdva e descritdva con disegno nella 
R. Universitil di Bologna. / Via d'Aieglio, ;7 — Bologna (Italia)]. 

FANO (Gino) [Mantova (Italia): 5.i.i87i][8.i.i895J[i88], dottore in Matemadca; 
socio effettivo delJa Reale Accademia Virgiliana di Mantova; corrispondente deUa 
Reale Accademia Peloritana di Messina ; membro della Deutsche Mathemadker-Verei- 
nigung ; coUaboratore della Encykhpadie der Malhematischen fVissenschaften, mit Einschluss 
ihrer Anwendungen ; prof, di Geometria projetdva e descritdva con disegno neUa 
R. University di Torino. [Pia^^a Castello, 18 — Torino (Italia)]. 

FAZZARI (Gaetano) [Tropea (Catanzaro) (Italia): 6. 10. 185 6] [i 5.1. 1890] [260], dot- 
tore in Matemadca; direttore del Pitagora; prof, nel R. Liceo Umberto f° di Palermo. 
[Vicolo Chiuso al Corso Olivuna, 10 — Palermo (Italia)]. 

FEHR (Henri) [Zurich (Suisse): 2.2.1870] [12.2.1905] [364], docteur ^s Sciences 
math^matiques ; membre de Tlnsdtut National Genevois (section des Sciences natu- 
relles et math^matiques) ; membre de la Soci^t^ Math^matique de France ; membre 
de la Deutsche Matnemadker-Vereinigung ; directeur de VEnseignement Maihhnatimu ; 
professeur ord. d*Alg^bre et de G^om^tne sup^rieures ^ TUniversit^ de Geneve. [Rue 
Ph. Plantamour, 19 — Geneve (Suisse)]. 
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FERRARI (Alessandro) [Lucera (Foggia) (Italia) : 5.1 1. 1882] [12.2.1905] [365], dot- 
tore in Matematica ; assistente aUa cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella 
R. Universitii di Torino. [Via Accademia Alhertina, i — Torino (Italia)], 

FINKEL (Benjamin Franklin) [...] [26.3.1905] [392], M. A., M. Sc; Member oi the 
London Mathematical Society ; Member of the American Mathematical Society ; Editor 
of the American Ma&emaHcal Monthly; Professor of Mathematics and Physics in Drury 
College, Springfield. [Drury College — Springfield (Mo,) (U, S, A.)], 

FORSYTH (Andrew Russell) [Glasgow (ScotlandV. 18.6.1858] [26.2. IQ05] [378], 
Sc. D. (Cambric^e, Dublin, Victoria, Oxford) ; LL. D. (Glasgow) ; Ma^ D. (Cnristiania); 
Fellow of the Koyal Society of London ; Honorary Felfow of the Royal Society of 
Edinburgh ; Fellow of the Royal Astronomical Society (London) ; Fellow of the Cam- 
bridge rhiiosoplucal Society ; Honorary Member of the Manchester Literary and 
Philosophical Society; Corresponding Member of the Reale Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere (Milano); Member of the American Mathematical Society ; President 
of the London Mathematical Society ; President of Section of the British Association 
1897, 1905 ; Royal MedaUist of the Royal Society, 1897 ; formerly Professor of Mathe- 
matics at University College, Liverpool; formerly Lecturer and Assistant Tutor of 
Trinity College, Cambridge, and formerly University Lecturer in Mathematics ; Fellow 
of Trinity CoUege, Cambndge ; Sadlerian Professor of Pure Mathematics in Uie Uni- 
versity of Cambridge. [Trinity CoUege — Cambridge (England)], 

FOUET (L* Abb6 fidouard Andr€) [Lorient (Morbihan) (France) : 2 . 7 . 1854] 
[27.1 1. 1904] [338]; membre de la Soci^t^ Math^matique de France; professeur de 
Math^madques sup^eures k Tlnstitut Catholique de Paris. [Rue Firou, u — Pa- 
ris, VI* (France)], 

FOURET (Georges) [Paris (France) : 29.1. 1845] [4. 12. 1887] [78], ancien 6l6ve de 1*6- 
cole Pol3ftechnique de Paris ; ancien capitaine du G^nie ; membre de la Sod^t^ Philo- 
mathique de Paris ; membre et ancien president de la Soci6t6 Math^matique de France; 
membre du Conseil de la Sociit^ d*Encouragement pour Tlndustrie Nationale ; mem- 
bre du Comit^ consultatif des Assurances contre les accidents du travail; membre de 
la Soci^6 des Ing^nieurs civiles de France et de Tlnstitut des Actuaires Fran^ais; 
membre de I'Association Fran^aise pour TAvancement des Sciences; membre de la 
« Commission permanente Internationale du Repertoire Bibliographique des Sciences Ma- 
ihimatiques » ; examinateur d*admission et r^^teur k Tficole Polytechnique de Paris. 
[Avenue Camot, 4 — Paris, XVW (France)]. 

FUBINI (Guido) [Veneria (ItaKa): I9.i.i879][i2.4.i903][3i6j, dottore in Mate- 
madca ; inc. di Analisi superiore neUa R. University di Catania. [Piai^^a Manganelli, 14, 
f />° — Caiania (Italia)]. 

6ALDEAN0 (Don Zoel Garcia de) [Pamplona (Navarra) (Espana) : 5.7.1846] 
[24. 5. 189 1] [177], Doctor en Ciendas matemiticas; sodo correspondiente de la Real 
Acad^mia de Qencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid ; sodo correspondiente 
de la Academia Real das Sciendas de Lisboa; miembro de la Soci^t^ Math^matique 
de France; miembro de la Deutsche Mathematiker- Verdnigung ; miembro de la ((Com- 
mission permanente Internationale du Repertoire Bibliographioue des Sciences Mathima- 
Hques » ; Catedrdtico de Cilculo diferencial 6 integral de la Universidad de Zaragoza. 
[CaUe del Co so, 99 — Zarago:^a (Espana)], 

6ARIBALDI (Cesare) [Genova (Italia): 27.5.i865J[8.i.i893][i86], ingemere; dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Calcolo infinitesimale nella R. Uni- 
versity di Genova. [Via Balbi, )8 — Genova (Italia)], 

*6EBBIA (Michele) [Palermo (Italia): 7.2.1854] [2.3.1884] [13], ing.; membro della 
Sod^6 Math^atique de France ; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Architetti in 
Palermo ; vice presidente, e membro del Consiglio Direttivo, del Circolo Matematico 
di Palermo ; libero docente di Meccanica razionale nella R. University di Palermo ; 
inc. di Statica grafica nella R. Scuola d'Applicazione per gFIngegneri in Palermo. 
[Pia:^a Bologni, 2y — Palermo (Italia)], 

tQERRANS (Henry Tresawna) [Plymouth (En^landJ : 2 3. 8. 185 8] [8.2. 1003] [3 ijl 
M. A. rOxford) ; Member of the London Mathematical ^odety ; Member ot the Edm. 
burgh Mathematical Society; Member; of the American Mathematical Sodety ; Mem. 
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ber of the Soci^t^ Math^matiaue de France ; Fellow and Tutor of Worcester CoUege, 
Oxford; Secretary to the Delegacy of Local Examinations. [St John Street 20 — 
Oxford (England)]. 

GIAMPAGLIA (Niccol6) [Aci CastcUo (Catania) (ItaHa) : 28.4.1876] [8.1.1905] [349], 
dottore in Matematica; assistente onorario alia cattedra di Geometria projettiva 
e descrittiva nella R. Universitii di Gitania. [Via Giuseppe Verdi, 40^^' — Catania 
(Italia)]. 

GI6LI (Duilio) [Sansepolcro (Arezzo^ (Italia): 8.1.1878] [22.6.1902] [3 10], dottore 
in Matematica ; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; prof, nel R. Liceo 
di Sassari. [Pia^^^a d*Italia, 6, p^ 2° — Sassari (Italia)]. 

GIORGI (Giovanni) [Lucca (Italia): 27.1 1.1871] [26.4.1903] [317], ingegnere ; 
M.I.E.E.; presidente della sezione di Roma dell'Associazione Elettrotecnica Italiana. 
[Via Farini, j — Roma (Italia)]. 

GIUDICE (Francesco) [Code\iila (PaWa) (Italia): 1.3.1855] [24.1. 1886] [37], inge- 
gnere ; dottore in Matematica ; libero docente di Algebra complementare nella R. u- 
niversiti di Genova ; prof, nel R. Istituto Tecnico « Vittorio Emanuele II » di Ge- 
nova. [R. Istituto Tecnico — Genova (Italia)]. 

GIULOTTO (Virgilio) [Mantova (Italia): 5.5.1877] [9.1 1.1902] [3 12], dott in Matem.; 
prof, nel R. Ginnasio di Gubbio. [R. Ginnasio — Guhhio (Prov. di Perugia) (Italia)], 

60RDAN (Paul) [Breslau (Preussen) (Deutschland) : 27.4.1837] [22.1. 1905] [352], 
Geh. Hof-Rat ; Dr. phil ; Hon. D. Sc. (Dublin^ ; korr. Mitglied der Kgl. Preussischen 
Akademic der Wissenschaften (Berlin) ; ord. Mitglied der Physikalisch-medizinischen 
Soziet^t in Erlangen ; korr. Mitglied der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gbt- 
tingen ; korr. Mitglied der Soci^t^ Royale des Sciences de Li6ge ; Ehrenmitglied der 
London Mathematical Society ; korr. Mitglied des Reale Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere (Milano) ; wirkl. Mitglied der Soci^t^ Math^matique de Moscou ; kon. Mit- 
glied der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften (Munchen) ; korr. Mitglied 
des Institut de France (Acad^mie des Sciences, section de G6om6trie) (Paris) ; ausw. 
Mitglied der Reale Accademia dei Lincei (Roma); Mitglied der Deutschen Mathema- 
tiker-Vereinigung; etc.; Mithrsg. der Mathematischen Annalen; Ehrenmitglied der Uni- 
versit^t Dorpat ; ord. Professor der Mathematik an der KgL Friedrich-Alexanders-Uni- 
versitat Erlangen. / Goethestr. $ — Erlangen (Bayern) (Deutschland)]. 

GRIMALDI (Giovan Pietro) [Modica (Siracusa) (Italia) : 28.10.1860] [8.1. 1888] [92], 
dottore in Fisica; socio effettivo, e segretario, deU'Accademia Gioenia di Scienze 
Natural! (Catania) ; prof. ord. di Fisica sperimentale, ed inc. di un corso di Fisica per 
i medici ed i farmacisti, nella R. University di Catania. [Via Androne, 2$ — Catania 
{Italia)]. 

GUARESCHI (Giacinto) [Torino (Italia): 2.io.i882][i2.2.iqo5][366], dottore in 
Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella R. Uni- 
versity di Torino. [ Corso Valentino, 11 — Torino (Italia)]. 

*f GUCCIA (Nob. Giovanni Battista) dei Marchesi di Ganzaria [Palermo (Italia): 
21.10.1855] [2.3.1884] [15], dott. in Matem. (Roma); fondatore del Qrcolo Matematico 
di Palermo ; socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Paler- 
mo; membro della Soci6t^ Math^matique de France, dell' Association Fran^aise pour 
TAvancement des Sciences e della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; corrispondente 
della Soci6t6 Philomathique de Paris, della Society Royale des Sciences de Li^ge e 
della Society di Scienze rJaturali ed Economiche di Palermo; membro della Societi 
Siciliana per la Storia Patria (Palermo) ; membro della « Commission permanente In- 
ternationale du Repertoire Bihliographiaue des Sciences Mathimatiques » ; direttore dei Renr 
diconti del Circolo Matematico di Palermo; prof. ord. di Geometria superiore nella 
R. Universiti di Palermo. [Via Ruggiero Settimo, )0 — Palermo (Italia)]. 

GUERRA (Ester Paolo) [Palermo (Italia): i6.i.i87i][i5.i.i899][26i], ingegnere; 
socio del Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; segretario del Qrcolo 
Matematico di Palermo; insegnante di Matematica nella Scuola Normale dell'Educa- 
torio Whitaker. [Via Macqueda, 92 — Palermo (Italia)]. 

GULDBERG (Alf) [Christiania (Norv^ge): I7.3.i866][ii.i2.i904j[343l docteur te 
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Sciences ; membre de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; professeur k rAcad^mie 
militaire de Christiania; maitre de conftrences k TUniversit^ de Christiania. [Thomas 
Hefty esgd. 57 — Christiania (Norvtge)]. 

QYLD^N (Hans Olof Frederik) [Jena (Sachsen- Weimar) (Deutschland) : 7.1 1. 1867] 
[12. 3.i890j[27O], capitaine dans la Marine Roy ale Su6doise; professeur d* Astronomic 
i l*£cole Navale de Stockholm. [Sihyllegatan 40 — Stockholm (Suhde)]. 

t HALSTED (George Bruce) [Newark (New Jersey) HJ.S.A.): 25.1 1.185 3] [i 3.5.1894] 
[205], A.M. (Princeton College); Ph. D. (Johns Hopkins University) ; Member of the 
American Mathematical Society; Member of the London Mathematical Society ; Member 
of the Soci^6 Math^matique de France ; Member of the Deutsche Mathematiker-Ve- 
reinigung; Member of the Sociedad Qentffica a Antonio Alzate» (Mexico); Member 
of the Sociedad de Geografia y Estadfstica (Mexico) ; Member of the Society of Arts; 
Member of the Washington Academy of Sciences; Member of the Mathematical Asso- 
ciation; Member of the Society for the Promotion of the Engineering Education; 
Fellow of the American Association for the Advancement of Science ; President of 
the Texas Academy of Science ; ex-Fellow of Princeton College ; twice FeUow of 
Johns Hopkins University; Intercollegiate Prizeman; sometime Instructor in Post 
Graduate Mathematics, Pnnceton College; Professor of Mathematics in Kenyon Col- 
lege. [Terrace Place — Gambier (Ohio) (U.S. A)]. 

HASKELL (Mellen Woodman) [Salem (Massachusetts) (U.S.A.): 17.3. 1863 J 
[26.3.1005] [391], A. B., A. M., Ph.D. (Gdttingen) ; Member of the American Mathe- 
matical Society ; Member of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Associate Pro- 
fessor of Mathematics in the University of California. [P. O. Box 5 — Berkeley (Cal.) 
(U. S. A.)]. 

HERMANN (Arthur Joseph) [Paris (France): 31.8.1830] [11. 12.1904] [341], ancien 
61^e de l*£cole Normale sup^rieure de Paris ; membre de la Soci6t6 Math^matique 
de France ; libraire-^diteur de S. M. le Roi de Su^de et de Norv^ge. [Rue de la oor- 
hmne, 6 — Paris, V (France)]. 

t HUMBERT (Georges) [Paris (France) : 7.i.i859][4.i2.i887][79], ancien d^ve de 
l*ficole Polytechnique de Paris ; ing^nieur des Mines ; docteur ^s Sciences mathema- 
tiques ; membre de Tlnstitut de France (Acad^mie des Sciences, section de G6om6trie) ; 
membre de la Soci^t^ Philomathique de Paris; membre et ancien president de la 
Soci^^ Math^matique de France; membre de la ((Commission permanente Internatio- 
nale du Repertoire Bibliographique des Sciences Mathimatiques » ; professeur d*Analyse 
k I'ficole Polytechnique de Paris. [Rue Daubigny, 6 — Paris, XVIP (France)]. 

INSOLERA (Filadelfo) [Lentini (Siracusa) (Italia): 29.2.1880] [24.5.1903] [3 19], dot- 
tore in Matematica. [Cassa NaT^ionale di Previden^a per la tnvaliditd e la vecchiaja de- 
gli operai — Roma (Italia)]. 

JADANZA (Nicodemo) [Campolattaro (Benevento) (Italia): 14. 10. 1847] [9.9.1888] 
[133], dottore in Matematica; accademico residente della Reale Accademia delle Scienze 
di Torino ; socio corrispondente dell' Accademia Pontaniana di Napoli, dell* Accademia 
Dafiiica di Lettere, Scienze ed Arti Belle di Acireale e deUa Associacio dos Engen- 
heiros civis Portuguezes (Lisbona) ; prof. ord. di Geodesia teoretica nella R. UniversitA 
di Torino; prof, straord. di Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione per 
gH Ingegnen in Torino. [R. University — Torino (Italia)]. 

t JORDAN (Camille) [Lyon (Rh6ne) (France) : 5.i.i838][j.6. 1889] [148], membre 
de rinstitut de France (Acadimie des Sciences, section de G6om6tne); membre de 
la Soci^t^ Philomathique de Paris; membre et ancien president de la Soci^t^ Math^- 
matique de France ; membre de FAssociation Fran^aise pour TAvancement des Scien- 
ces; assod^ ^tranp;er de la Reale Accademia dei Lincei (Rome); membre correspon- 
dant de I'Acad^mie des Sciences, des Belles-Lettres et des Arts de Lyon, de la Reale 
Accademia delle Scienze di Torino, du Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere 
(Milan), de TAccademia Pontificia dei Nuovi Lincei (Rome), de TAcad^mie Royale 
des Sciences, dts Lettres et des Beaux-Arts de Belgiaue (Bruxelles), de TAcad^mie 
Imp^riale des Sciences de St-P^tersbourg, de la Physikalisch-medizinische Sozietat in 
Enangen, de la Cambridge Philosophical Society; membre honoraire de la Soci^^ des 
Sciences d'Athtoes; docteur (honoris causa) en Math^matique de TUniversit^ de 
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Christiama; anden ing^nieur en chef des Mines (actuelleraent en retrahc); directeur 
^ Journal de Math^matiques pures et aphliqu^es ; professeur de iMath^matiques au College 
de France ; professeur d'Analyse i I £cole Polytechnique de Paris, fhu de Varame, 
4S — Paris, VW (France)]. ' 

JUNCl (Giuseppe) [Milano (Italia) : 1 6. 3 . 1 84 5 ] [ 5 .6. 1 887] [6 5 ], dott. in Matem. ; mem- 
bro etfettivo del Reale Istituto Lombardo>di Scienze e Lettere (Milano); membro della 
Socii^ti^ Mathematiquc de France; membro onorario della British Association for the 
Advancement of Science; redattore degli Annali di MaUmatica pura ed appUcata; col- 
liboratore della EncyklobddU der Mathematischen WissenschafUn, mit Bnschluss ibrer 
Amxi'fndun^en ; prof. ora. di Statica grafica e Geomctria projettiva nel R. Istituto Tec- 
nico supenore di Milano. [Bastioni di Porta Vittoria, ji — Milano (Italia)]. 

KERKD2 (M.me Eugenie de) [...][24.i.i892][i8oJ. [Ktm^ieUchnoi, J4^St.'Pittrs- 
l^rg (Russie)]. 

KLEIN (Felix) [Dusseldorf (Preussen) (Deutschland) : 25.4.1849] [22.1. 1905] [353], 
Geh. Reg.Rat. ; Dr. phil. ; Hon. Sc. D. (Cambridge) ; LL D. (Princeton) ; De Mor- 
gan Medallist (1893); Dr. math. (Christiania) ; Ehrenmitglied der A^iskundig Ge- 
nootschap (Amsterdam) ; korr. Mitglied der Reale Accademia delle Scienze delllstituto 
di Bologna; ausw. Mitglied der Academic Royale des Sciences, des Lettres et des 
IVcauxArts de Belgique (Bruxelles) ; Ehrenmitglied der Cambridge Philosophical Society ; 
Khrenmitglied der Royal Irish Academy (Dublin) ; Ehrenmitelied der Physikalisch- 
mcdizinischen Sozietat in Erlangen ; ord. Mitglied der Kgl. GeseUschaft der Wissenschaf- 
tcn zu (lAttingen; Mitglied der Sachsischen Gesellschan der Wissenschaften zu Leipzig; 
uuiiw. Mitglied der Royal Society of London ; Ehrenmitglied der London Mathematical 
Si>ciety ; Ehrenmitglied der Manchester Literary and Philosophical Society ; korr. 
Mitglied des Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; wtrkL Mitglied 
der Society Math^matique de Moscou; Ehrenmitglied der New York Academy of 
Sciences; korr. Mitglied des Institut de France (Acad^mie des Sciences, section de 
(l^ointtrie) (Paris) ; ausw. Mitglied der Societi Italiana delle Scienze (detta dei XL) 
(l^oma) ; ausw. Mitglied der Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; ausw. Mitglied der 
Reale Accademia delle Scienze di Torino; ausw. Mitglied der Kongl. Vetenskaps- 
Socicteten (Societas Regia Scientiarum Upsaliensis) ; korr. Mitglied des Reale Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti (Veneria) ; Mitglied der Deutschen Mathematiker- 
\'ereinigunp ; etc. ; Herausgeber der Mathematischen Annalen ; Mithrsg. der Ztilschrift 
fur Mathetnatik und Ph\'sik ; Mitglied der Kommission fur die Encyklopddie der Mathe- 
matischen Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Anxvendungen ; ord. Professor der Mathe- 
nutik an der Georg-Augusts-UniversitSt Gdttingen. [fVUhelm Weher-Str. j — Gottingen 
(heussen) (Deutschland)]. 

KONIG (Jules) [Gydr (Hongrie): i6.i2.i849J[i2.2.i905][367J, conseiller au Mini- 
m^re ; secretaire perpetuel de la section des Sciences math^matiques et naturelles de 
lii Magyar Tudomdnyos Akad^mia (Budapest) ; membre de la Deutsche Mathematiker- 
Vercinigung ; redacteur des Berichte, mathematische und naturwissenschaftliche, cuts Un- 

fiWH ; professeur k Tficole Polytechnique de Budapest [Vdmhis^orut ^ — Budapest 
Hongrte)], 

KOENIGSBERGER (Leo) [Posen (Preussen) (Deutschland): 15.10.1837] [12.2.1005] 




luen ; etc.; xviiiguea aer ueuiscncn mauicmauKcr- v crcuugtui^i^ , uru. cr\#ic»»uir der 
Malhematik an der Grossherz. Ruprecht-Karls-Universitit Heidelberg. [Kaiserstr. 2 a— 
Heidelberg (Baden) (Deutschland)]. 

KOHN (Gustav) [Reichenau (Bdhmen) (Oesterreich) : 22.5.1859] [26.2.1905] [379], 
Dr. phil. ; Mitglied der Deutschen Mathematiker- Vereinigung ; Mitarbeiter an der En- 
cyklopAdie der Mathematischen Wissenschaften, mit EmscbJuss ihrer Anwendungen ; aus- 
licrord. Professor an der K. K. UniversitAt Wien. [Reisnerstr. ^4 — fVlen //'/, (Oester- 
rtich)]. 

KRAZER (Adolf) [Zusmarshausen (Bayem) (Deutschland): 15.4.1858] [22.1. 1905] 
lj$4]» ^f' pWl.; Mitglied der Deutschen Mathematiker- Vereinigung ; Mitarbeiter an der 
iincyklopdaie der ^thematischen Wissenschaften, mit Einschluss Ujrer Anwendungen; 
ord. Professor der hOheren Mathematik an der GrossherzogL Technischen Hochscnule 
•u Ksrlsruhe. [Watendstr, $y ^Karlsruhe (Baden) (Deutschland)], 
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LAISANT (Charles -Ange) [Basse-Indre (Loire-Inftrieure) (France): 1.11.1841] 
[24. 5. 1 891] [176], ancien 61^ve de F^cole Polytechnique de Paris ; doaeur ^s Sciences 
math^matiques ; membre de la Soci^6 Philomathiaue de Paris ; membre et ancien pre- 
sident de la Soci^t^ Math^madque de France; president de 1' Association Fran^aise 
pour TAvancement des Sciences (1903 -1904); membre honoraire de la Soci^t^ Physico- 
Math^matiaue de Kasan; membre correspondant de la Soci^^ Royale des Sciences 
de Li6ge, de I'Academia Real das Sciencias de Lisboa, de la Real Acad^mia de Ciencias 
Exactas Fisicas y Naturales de Madrid, de Tlnstituto de Coimbra, de la Soci^t^ des 
Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, de la Reale Accademia di Scienze, Let- 
tere ed Arti di radova, de I'lnsdtut Nadonal de Geneve; secretaire de la « Commission 
permanente Internationale du Repertoire Bibliographique des Sciences Ma^imatiques » \ 
directeur des Nouvelks Annales de Mathhnatiques, de VIntermidiaire des Mathimaticiens 
et de VEnseignement Mathimatique ; coUaborateur de YEncyclopidie des Sciences Mathhnor 
tupus pures et appliquies ; examinateur d*admission et rep6dteur k Tficole Polytech- 
mque de Paris. [Avenue Victor -Hugo, 162 — Paris, XVI' (France)]. 

LA MANNA (Antonino^ [Palermo (Italia): 27.2.185 i][i 3.6.1886; I2.2.i905][44],in- 
gegnere ; socio del Collegio degli Ingegneri ed Architetd in Palermo ; assistente aUa 
cattedra di Meccanica applicata alle Costruzioni nella R. Scuola d'Applicazione per 
gl'Ingegneri in Palermo. [Via Casa Profess a, 22 — Palermo (Italia)], 

LA MENSA (Giovanni) [Palermo (Italia): 13.1.1847K16.1.1887K55], ing.; socio del 
Collegio degli Ingegneri ed Architetd in Palermo; vice segretario del Circolo Mate- 
madco di Palermo ; prof, di Costruzioni, Disegno reladvo e Geometria descritdva nel 
R. Istituto Tecnico di Palermo. [Via Rosolino Pilo, 14 — Palermo (Italia)]. 

LANZA DI MAZZARINO (Come Giuseppe) [Palermo (Italia) : 6.3.1866] [22.6.1890] 
[165], membro della Societi^ Siciliana per la Storia Patria (Palermo) ; Presidente del 
Grcolo di Cultura e dell*Associazione pel Bene Economico di Palermo. [Via Macque- 
da, )8^ (PalaTi^o Max^arino) — Palermo (Italia)]. 

LAURA (Ernesto) [Porto Maurizio Qtalia) : 23.3.1879] [12.2.1905] [36^], dottore in 
Matematica ; assistente alia cattedra di Meccanica razionale nella R. Umversitii di Tq- 
rino. [Via Gauden^io Ferrari, 4 — Torino (Italia)]. 

LAURICELLA (Giuseppe) [Gireend (Italia): 15.12.1867] [26.2.1893] [190], dottore 
in Matemadca; socio efletdvo delr Accademia Gioenia di Catania; prof. ord. di Cal- 
colo infinitesimale ed inc. di Fisica matemadca nella R. Universitii di Catania. [Via 
Reitano, 10 — Catania (Italia)]. 

LEBON (Desire-Ernest) [Audigny (Aisne) (France): 25.8.1846] [24.3.1889; 25.2.1900] 
[i4$l ^^^g^ de rUniversite; laureat de TAcademie Fran9ai$e: membre de la Societe 
Astronomique de France ; membre de la Royal Astronomical Society of London ; 
membre de I'Associadon Fran^aise pour TAvancement des Sciences; membre de TAl- 
liance Fran^aise pour la Propagadon de la Langue Fran^aise dans les colonies et k 
retranger ; membre de la Societe des Amis de TOniversite de Paris ; ancien professeur 
suppieant de Geometrie descripdve au Conservatoire des Arts et Meders de Paris ; 
professeur de Mathemadques au Lycee Charlemagne k Paris ; correcteur pour I'admis- 
sion k I'ficole Militaire ; examinateur pour le Baccalaureat modeme k la Sorbonne ; 
examinateur k Tlnsdtut Commercial de Paris. [Rtu des 6coles, 4**' — Paris, V* (France)]. 

LEVI (Bcppo) [Torino (Italia): 14.5. 187 5] [8. 5. 1898] [2 5 2], dottore in Matemadca ; 
pro£ nel R. Isdtuto Tecnico «Gian Domenico Romagnosin di Piacenza. [Via Pa- 
strengo, 12 — Torino (Italia)]. 

LEYI-CIYITA (TuUio) [Padova (Italia) : 29.3. 187 3] [24.2. 1895] [2 17], dott. in Matem.; 
socio corrispondente della Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Ard di Padova, del 
Reale Isdtuto Veneto di Scienze, Lettere ed Ard (Venezia), dell* Accademia Imperiale 
delle Scienze di Pietroburgo ; membro della Society Fisica Italiana, della Societe Ma- 
themadque de France, della Deutsche Mathematiker-Vereinieung e della American 
Mathematical Society ; prof, di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica superiore nella 
R. Universiti di Padova. [Via Altinate, 14 — Padova (Italia)]. 

LICATA DI BAUCINA (Nob. Giovanni Batdsta) Conte d'Isnello [Palermo (Italia) : 
8. 1 2. 1 867] [1 2.6. 1 904] [331]. [PiaT(XP' ^^^^ Kalsa, j6 (Pala^xp Baucina) -^Palermo (Italia)]. 

LO MONACO APRILE (Luigi) [Palermo GtaHa): 4.4. 187 5] [27.1 2.1 896] [230], dot- 

JUmd. Grt. MmUm. FaUrmo, t. XIX (1905) — Sumpato il 7 aprile 190$. < 
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tore in Matematica; prof, nel R. Liceo-Ginnasio «Gioberri» e nel R. Liceo aD'Aze- 
glio » di Torino. [Cor so S. Mauri:i^io, jy — Torino (Italia)]. 

LORIA (Gino) [Mantova (Italia): 10.5. 1862] [4. 12. 1887] [So], dott. in Matem.; socio 
corrispondente della Reale Accademia Virgiliana di Scienze, Lettere ed Arti di Mantova, 
della 5ociedad Cientlfica « Antonio Alzate » (Mexico), della Reale Accademia di Scienze, 
Lettere ed Arti di Modena, dell' Accademia Pontaniana di Napoli, della Kgl. Bdhmische 
Gesellschaft der Wissenschaften (Praga) ; membro dell' Association for the improvement 
of Geometrical Teaching; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung; membro 
del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; direttore del Bollettino di 
Bibliografia e Storia delle Science maiematiche ; preside della Facoltii di Scienze, profes- 
sore ord. dr Geometria superiore, ed inc. di Geometria descrittiva, nella R. Universiti 
di Genova. [Passo Caffaro, i — Genova (Italia)], 

LOVETT (Edgar Odell) [...] [i 5.1. 1809] [263], M.A.; Ph.D. (Virginia, Leipzig); 
Member of the American Matliematical Society ; Member of the Social? Math^matique 
de France ; Member of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Professor of Mathe- 
matics, Princeton University. [Princeton University — Princeton (N. J.) (U. S. A.)]. 

LUROTH (Jakob) [Mannheim (Baden) (Deutschland) : i8.2.i844][26.3.iQ05][388j, 
Geh. HofRat; Dr. phU. ; korr. Mitelied der Physikalisch-medizinischen Sozietat in 
Erlangen ; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor der Ma- 
thematik an der Grossherz. Badischen Albert-Ludwigs-lmiversitit Freiburg i. Br. 
[Mo^artstr. 10 — Freiburg 1. Br. (Baden) (Deutschland) J. 

LU6AR0 (Enrico) [Palermo (Italia): 2.i2.i876j[2i.i.i900][278], dottore in Mate- 
matica; prof nel R. Ginnasio di Castellammare del Golfo. [R. Ginnasio — Castellam- 
mare del Golfo (Prov. di Trapani) (Italia)]. 

MACALUSO (Damiano) [Palermo (Italia): 27.4.1845] [i8.4.i886][43J, ing.; socio at- 
tivo, e direttore della dasse di Scienze naturali ed esatte, della Reale Accademia di 
Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; socio ord. della Societil di Scienze Naturali 
ed Economiche di Palermo; socio onorario dell'Accademia Gioenia di Scienze Natu- 
rali (Catania) ; socio corrispondente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; mem- 
bro della Societil degli Spettroscopisti Italiani; prof. ord. di Fisica sperimentale, ed 
inc. di un corso di Fisica per gli studenti di Medicina e Farmacia, nella R. Universiti 
di Palermo. [R. University — Palermo (Italia)]. 

MACFARLANE (Alexander) [Blairgowrie (Perthshire) (Scotland): 21.4.1851] 
[23.12.1804] [21 1], M. A.; D. Sc. (Edinburgh); LL. D.; Fellow of the Royal Society of 
Edinburgn ; Member of the American Mathematical Society ; Member of the Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung ; Member of the Sociedad Cientffica « Antonio Alzate » 
(Mexico) ; General Secretary of the International Association for the Promotion of the 
Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics ; Professor of Mathematical 
Physics, Lehigh University, South Bethlehem, Pa. [Gowrie Grove — Chatham (Ontario) 
(Canada)]. 

MACRI (Vincenzo) [...] [23.3.1890] [159], ingegnere. [Casteltermini (Prov. di Gir- 
genH) (Italia)], 

MAGGI (Gian Antonio) [Milano (Italia^: 1 9.2. 1 85 6] [i 1. 12. 1904] [342], dott. in Fisica; 
dottore in Matematica ; socio ordinario della Society Fisico-Nlatematica dell'Universiti 
Imperiale di Kasan; socio corrispondente dell'Accademia Gioenia di Scienze Natu- 
rali (Catania), della Reale Accademia Pcloritana di Messina, del Reale Istituto Lom- 
bardo di Scienze e Lettere (Milano), della Reale Accademia dei Lincei (Roma); 
prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Fisica Matematica nella R. University di 
Pisa. [R. Universitd — Pisa (Italia)]. 

MANCINI (Ernesto) [...] [14. 1. 1894] [196], ingegnere. [Via Lungara, 10 — Roma 
(Italia)]. 

MANGE (Francois-Louis) [Paris (France): 2.3.1856] [22.1. 1905] [355], ancien hXhtt de 
rficole Polytechnique de Zurich; ing^nieur. [Rue de Lishonne, 47 — Paris, VIII' (France)]. 

MARCOLONGO (Roberto) [Roma (Italia) : 23.8.1862] [13.5.1888J [116], dottore in 
Matematica ; socio ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina ; prof ord. 
di Meccanica razionale ed inc. di Fisica matematica nella R. University di Messina. 
[R, University -^ Messina (Italia)], 
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MARLETTA (Giuseppe) [Catania (Italia): 10.10.1878] [22.i2.i90i][30i], dottore 
in Matematica; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva, ed assi- 
stente onorario aUa cattedra di Calcolo infinitesimale, nella R. Universitii di Catania. 
[Via Motto, s — Catania (Italia)]. 

MARTIN (Artemas) [Steuben Co. (New York) OJ.S. A.): 3.8.1835] [14.11. 1897] [242], 
M. A.; Ph. D.; LL. D. ; Member of the London Mathematical Society ; Member of the 
Soci^6 Math^matique de France; Member of the Edinburgh Mathematical Society; 
Member of the Mathematical Association, England ; Member of the Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung; Member of the American Mathematical Society; Member of the 
Philosophical Society of Washington; Fellow of the American Association for the Ad- 
vancement of Science; Editor and Publisher of the Mathematical Visitor; Editor and Pu- 
blisher of the Mathematical Magazine, /"91J N Street, }^,W.^ Washington (D,C.) (U,S,A)], 

MARTINETTI (Vittorio) [Mantova (Italia): Ii.8.i859][24.i.i886j[36], dottore in 
Matem. ; socio ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina ; corrispondente 
della Reale Accademia Virgiliana di Mantova e dell' Accademia Gioenia di Scienze 
Naturali di Catania; rettore della R. UniversitA di Messina; prof. ord. di Geometria 
projettiva e descrittiva con disegno, ed inc. di Geometria superiore, nella R. Uni- 
versity di Messina. [R, University — Messina (Italia)], 

MASONI (Udahigo) [Napoli (Italia): ii.7.i86oJ[i3.2.i887][59], dott. in Matem.; 
ingegnere ; socio residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli ; socio ordinario resi- 
dente del Reale Istituto d'Incoraggiamento di NapoU; socio corrispondente nazionale della 
Reale Accademia delle Scienze risiche e Matematiche di Napoli ; Presidente della Giunta 
di Vigilanza degl'Istituti Tecnico e Nautico ; gii Presidente del Consiglio dell'Ordine e 
del CoUegio degringegneri ed Architetti di Napoli ; libero docente di Meccanica razio- 
nale nella R. UniversitA di Napoli ; prof. ord. di Idraulica teoretica e pratica, e diret- 
tore del relativo Gabinetto, nella R. Scuola d'Applicazione per gringegneri in Napoli. 
[Via Medina, 6} — Napoli (Italia)]. 

MASSARINI (Sig.na Iginia) [...] [24.11. 1895] [223], dottoressa in Matematica; tit. di 
Matematica nella R. Scuola Tecnica FemminUe « Marianna £)ionigi » di Roma ; inc. di 
Matematica nel R. Ginnasio Femminile « Regina Elena » di Roma. [Via Nai^ionale, 
IS 8 — Roma (Mia)]. 

MEDOLAGHI (Paolo) [Firenze (Italia): 24.11. 1873] [27.3. 1898J [250], dott. in Matem.; 
libero docente di Calcolo infinitesimale nella R. UniversitA di Roma; vice-direttore 
della Cassa Nazionale di previdenza per la vecchiaja e per la invaliditA degli operai. 
[Via Manin, 6^ — Roma (Italia)]. 

MENABREA (Come Carlo) Marchese di Val-Dora [Torino (Italia) : 4.2.1853] 
*[I2.6.I904J[334], giA aUievo della Scuola Politecnica di Zurigo. [Rue d'AngUterre, 19 — 
Tunis (Tunisie)]. 

MENDIZABAL TAMBORREL (Joaquin de) [Puebla (Mexico) : 29.3.1856] [11. 1.1801] 
[169J, Ingeniero G^ografo y Militar; Miembro honorario de la Sociedad Qentinca 
«r Antonio Alzaten de Mexico; Socio de ni^mero de la Sociedad Mexicana de Geo- 
gratia y Estadistica; Miembro de la London Mathematical Society, de la Edinburgh 
Mathematical Society, de la Soci^t^ Math^matique de France, de la Soci^t^ Math^ma- 
tique de Moscou, de la American Mathematical Society; Miembro de las Sociedades 
Astronbmicas de Alemania y Francia; Miembro de las Sociedades de Geografia de 
Berlin, Bruxelles, Madrid, Mexico y Paris; Miembro correspondiente de la Reale Accade- 
mia delle Scienze di Padova; Miembro de la Soci6t6 Scientifique de Bruxelles; Miem- 
bro de la Associaci6n de Ingenieros de Mexico; Miembro de la Sociedad Mexicana 
de Historia Natural. [Sociedad Al^ate. Palma, jj — Mexico (Mexico)]. 

MIGNOSI (Gaspare) [Palermo (Italia): 6.1. 187 5 J [26.1. 1902 J [304], dottore in Mate- 
matica ; assistente volontario alia cattedra di Algebra complementare nella R. Univer- 
sitA di Palermo. [Via Bandiera, S7 — Palermo (Italia)]. 

MINED (Corradino) [Palermo (Italia): 26.7.i875J[i2.i.i902][302], dottore in Mate- 
matica ; assistente alia cattedra di Geodesia neUa R. UniversitA di Palermo. [R. Scuola 
d'Applica:(ione per gVIngegneri — Palermo (Italia)]. 

MITTA6-LEFFLER (GOsU) [Stockhohn (Su6de): i6.3.i846j[i3.5.i888][ii4j. Dr. 
phiL (Upsala); docteur (honoris causa) en Math^matique de TUniversiti de Bologne 
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et de rUniversiti de Christiania ; docteur honoraire « of Qvil Laws » de rUniTtrsit^ 
de Oxford; docteur honoraire en Sciences de TUniversit^ de Cambridge; assod^ 6- 
tranger, membre honoraire, membre, ou corresoondant, des Academies et Sod^^ sui- 
vantes : Wiskundig Genootschap (Amsterdam), ^ci^t6 Pamassos d*Ath^ne$, Reale Ac- 
cademia deile Scienze deil'Isdtuto di Bologna, Acad^mie Royale des Sciences, des Let- 
tres et des Beaux-Arts de Belgique (Bruxeiles), Mafi;yar Tudominyos Akad^imia (Bu- 
dapest), Cambridge Philosophical Society, Videnskabs Selskabet (Christiania), KongL 
Danske Videnskabemes Selskab (Copenhague), KdnigL Gesellschaft der Wissenschaf^ 
zu Gdttingen, Kaiserliche LeopoldinischCarolinische Deutsche Akademie der Natur- 
forscher (Halle), Finska Vetenskaps-Societeten (Helsingfors), Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung, Soci6t6 Royale des Sciences de Li^ge, Royal Society of London, British 
Association for the Advancement of Science, London Mathematical Society, Man- 
chester Literary and Philosophical Society, Sod^t^ Math^matiaue de Moscou, So- 
deti Reale (Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche) di Napoli, Accademia 
Pontaniana di Napoli, Institut de France (Acad^mie des Sdences, section de G^om^ 
trie) (Paris), Sod6t6 Math^matique de France (Paris), Reale Accademia dei Lined (Rome), 
Acad^mie Imp^riale des Sdences de St.-P^tersbourg, Kongl. Svenska Vetenskaps- 
Akademien (Stockholm), Reale Accademia delle Sdenze di Torino, Kon^l. Vetenskaps- 
Societeten (Societas Regia Scientiarum Upsaliensis) ; membre du Consiglio Direttivo 
del Qrcolo Matematico di Palermo; r6dacteur en chef des Acta Mathematica; profes- 
seur d* Analyse sup^rieure k TUniversit^ de Stockholm. [Stockholm-Djursholm (^StUdd)]* 

MONROY (Nob. Antonio) [Palermo (Italia^: I7ji876j[i2.6.i904][j33], ingegnere 
dvile; straord. aIl*Ufficio Tecnico Provinciale di Palermo. [Pia^a Ranchibik, VUU 
Ranchibile ^ PaUrmo (Italia)]. 

MONTESANO (Domenico) [Potenza (Italia^: 22.12.186j] [13. 5. 1888] [117], dott. in 
Matem. ; sodo corrispondente nazionale della Keale Accademia delle Sdenze Fisiche e 
Matematiche di Napoli; sodo residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli; dtoL 
ord. di Geometria projettiva con disegno, e libero docente di Geometria supenore, 
ncUa R. University di NapoH. [Via Duomo, 4s — Napoli (Italia)], 

MONTESSUS DE BALLORE (Vicomte Robert de) [Lyon (Rh6ne) (France): 2a5.i870] 
[I3.i.i90i][284j, licend^ 6s Sciences math^matiques ; membre de la Sod6t6 Matn^- 
matique de France; membre de la Soci6t6 Scientifique de Bruxeiles; membre de la 
Sod6t6 Beige d'Astronomie ; professeur de M^canique rationnelle et charge des cours 
d'Alg^bre et Gtomttrie sup^rieures k la Faculty libre des Sciences de Lille. [Boulevard 
di la Lihrti, iii — Lille (Nord) (France)]. 

MOORE (Eliakim Hastings) [Marietta (Ohio) (U.S.A.): 26.1. 1862] [27.1. 1889] 
[IJ9L B- A.; Ph D. (Yale, Gdttingen, honorary) ; LL. D.; Member of the National Aca- 
demy of Sciences (Washington) ; Member and ex-President of the American Ma^ema- 
tical Society ; Member of Uie London Mathematical Society ; Member of the Deutsche 
Mathematiker- Vereinigung ; Editor of the Transactions of ike American Mathematical 
Society; Professor and Head of the Department of Matnematics, University of Qii- 
cago. [Washington Avenue, $6ij — Chicago (III.) (U. S. A.)]. 

MORERA (Giacinto) [Novara (Italia) : i8.7.i856j[4.i2.i887J[82], dott. in Matem.; 
accademico residente della Reale Accademia delle Scienze di Torino ; socio corrispon- 
dente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; prof, onorario della R. Universiti di 
Genova; prof ord. di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica supenore nella 
R. UniversitA di Torino. [Via della Rocca, 22 — Torino (Italia)]. 

MUKHOpAdHyAy (AsutoshJ [...] [8.6.1890] [163 J, M. A.; LL. D.; Vice-President of 
the Asiatic Society of Bengal (Calcutta) ; Member of the Royal Irish Academy (Dublin); 
Fellow of the Royal Society of Edinburgh ; Member of the Edinburgh Mathematical 
Sodety ; Fellow of the Royal Astronomical Society (London) ; Member of the London 
Mathematical Society; Member of the Physical Society (London); Member of the 
American Mathematical Society (New York); Member of the Socik^ Math^matique 
de France (Paris); Member ot the Soci^l6 Fran^aise de Physique (Paris); Premchand 
Roychand Student in Mathematics and Physics, Examiner in Mathematics and Member 
of the Syndicate of the University of Calcutta ; Professor of Mathematics at the Indian 
Association for the Cultivation of Sdence. [77, Russa Road North, Bhowanipore — Cal- 
cutta (India)]. 
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NEWSON (Henry Byron) [Mount Gilead (Ohio) (U.S. A.): ia7.i86o][25.8.i90i] 
[299], M. A. ; rh. D.; Member of the Americin Msuhematical Society; Member of the 
Deutsche Mathemadker- Vereinigunfi; ; Editor of the Kansas UmversUy Science BuUetin; 
Professor of Mathematics in the University of Kansas. [University of Kansas — Law- 
rence (Kan.) {U.S.A.)]. 

NIELSEN (Niels) [CErslev (Fyen) (Danmark): 2.X2.x865][22.x.XQ05][3$6],docteur 
H Sciences math^matiques ; membre de la Soci^6 Math6malique de France ; membre 
de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung; inspecteur g^n^ral de Tenseignement ma- 
th6matique aux Gymnases Danois; docent de Math^madques pures k T University de 
Copenhague. [Ndrnhrogade 17 — Kdbenbavn, N. (Danmark)]. 

NOBILE (Vittorio) [Napoli gtalia): 27.10.1875] [10.2.1901] [286], dott. in Matem.; 
i^ astronomo a^unto nel R. Osservatorio Astronomico di Capodimonte ; assistente 
alia cattedra di Geometria descrittiva nella R. Universitii di Napoli. [R. Osservatorio 
Astronomico di Capodimonte — Napoli (Italia)]. 

NOETHER (Max) [Mannheim O^aden) (Deutschland) : 24.9.1844] [28.8. 1904] [3 3 6], 
Dr. phil.; korr. Mitglied der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften (Berlin); 
korr. Mitglied der Magyar Tudominyos Akaddmia (Budapest) ; ord. Mitglied der Phy- 
sikalisch-medizinischen ^ozietit in Erlangen; korr. Mitglied der Kgl. GeseUschaft der 
Wissenschaften zu G6ttingen; korr. Mitglied des Reale Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere (Milano) ; korr. Mitglied der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften 
(Munchen); korr. MitgUed des Insdtut de France (Acad6mie des Sciences, secdon de 
Gtomtoie) (Paris); ausw. Mitglied der Reale Accademia dei Lincei (Roma); korr. 
Mitglied der Reale Accademia delle Scienze di Torino ; Mitglied der Deutschen Madie- 
matiker-Vereinigung und Astronomischen GeseUschaft; Mitglied der « Internadonalen 
Kommission fur die Gucci a-Medaille (1908) »; Mithrsg. der Mathematischen Annakn; 
ord. Professor der Mathematik an der KgL Friedrich-Alexanders-Universitit Erlangen. 
[Nitmbergerstr, }2 — Erlangen (Bay em) {Deutschland)]. 

ORLANDO (Luciano) [Caronia (Messina) Htalia) : 15.5.X877] [12.7.1903] [32^], dot- 
tore in Matemadca; tenente del Genio. [R. Scuola Normale Superiore — Pisa (Italia)]. 

080000 (William Fogg^ [Boston (Mass.) (U.S.A^: 10.3.1864] [5.3.1905] [382], 
M. A. ; Ph. D. (Erlangen) ; President of the American Mathemadcal Society ; Member 
of the Nadonal Academy of Sciences (Washington) ; Member of the Deutsche Mathe- 
matiker- Vereini|;ung ; Contributor of the Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, 
mit Einschluss xhrer Anwendungen ; Professor of Mathematics in Harvard University. 
[Harvard University — Cambridge (Mass.) (U. S. A.)]. 

PAINLEV^ (Paul) [Paris (France); 5.12.1863J [28.4.1895] [221], docteur ^s Scien- 
ces math^madques ; membre de I'lnstitut de France (Acad^mie des Sciences, secdon 
de G^omtoie); membre et ancien President de la Soci^t^ Math^madque de France; 
membre de la Soci^6 Astronomique de France; membre danger de la Kongl. Ve- 
tenskaps-Societeten (Societas Regia Sciendarum Upsaliensis) ; coUaborateur de VEncy- 
chpidie des Sciences Mathimatiques pures et appliquies (ddidons allemande et ftan^aise) ; 
professeur de Math6madques g^n^rales k la Faculty des Sciences de Paris; r^p^teur 
i rEcole Polytechnique de Paris. [Rue d'Assas, 55 — Paris, VP (France) j. 

PANNELLI (Marino) [Macerau (Italia): i6.ii.i855][i2.2.i905][370], dottore in 
Matemadca; libero docente di Geometria projetdva ed analitica nella R. Universitil di 
Roma; professore nel R. Isdtuto Tecnico « Leonardo da Vinci » di Roma. [Via 
Cavour, loi — Roma (Italia)]. 

PASCAL (Ernesto) [Napoli (ItaHa): 7.2.1865] [24.12.1899] [277], dottore in Mate- 
madca ; raembro effetdvo del Reale Isdtuto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano); 
socio corrispondente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) e dell* Accademia Pon- 
taniana di Napoli; membro straniero della KgL Bdhmische GeseUschaft der Wissen- 
schaften (Praga) ; membro del ConsigUo Diretdvo del Circolo Matemadco di Palermo ; 
Frof. ord. di Calcolo infinitesimale ed inc. di Analisi superiore nella R. Universitil di 
ivia. [Via Principe Umherto, 29 — MUano (Italia) ]. 

* PATERNA (Francesco Paolo) [Novi Ligiure (Alessandria) (Italia): 1 1.5. 185 2] 
[2.5.1884] [19], ingegnere-architetto ; socio del G)llegio degli Ingegneri ed Architetd 
in Palermo ; pro£ straord. di Geometria descritdva con disegno nelk R. University di 
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Palermo ; pro£ di Matemadca ncl R. Isdtuto Tecnico « FiHppo Paxiatore • <fi Palermo. 
[Via PignaUUi Aragona, ^2 — PaUrmo (Italia)]. 

PATERNd IN SE8SA (Emanude) [Palermo (Italia): i2.i2.i847][IL4.i8S8][iii), 
vice presidente del Senato del Regno ; gia sindaco di Palermo ; uno dci XL deHa So- 
ciety Italiana delle Scienze (Roma) ; socio nazionale della Reak Accademia dei Lincei 
(Roma); socio atdvo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e BeDe Arri di Pa- 
lermo ; corr. delle Reali Accademie di Napoli, di Torino, del Reale Isdmto Lombardo 
di Scienze e Lettere, del Reale Istituto \eneto di Scienze, Lettere ed Arti, della 
Accademia Gioenia di Scienze Naturali (Catania), della Reale Accademia Pdontana 
di Messina, della Societa Scientifica Argentina; membro onoraiio delU Sodeti 
di Scienze fisiche di Bukharest ; membro della Sodeti Chimica di Berfino e deUa 
Sodeti di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo ; dottore onorario d^la R. U- 
niversiti di Erlangen; prof, onorario della K. Universiti di Palermo; direttore deUa 
Gaxx^Ua Chimica Italiana; prof. ord. di Applicazioni della Chimica ed inc. di Chimica 
analitica nella R. Universiti di Roma. [Via Ka^ionah, i} — R/>ma (Italia^]. 

PEANO (Giuseppe) [Cuneo (Italia): 27.8.i858j[4.i2.i887][8}l, dott. in Matcm.; 
accademico residente della Reale Accademia delle Scienze di Torino; membro della 
Sodedad Gentifica « Antonio Alzate » (Messico) ; direttore della Rrvui de MaA^maH- 
ques (Rivista di Matematica) ; membro del Consiglio Direttivo del Grcolo Matematico 
di Palermo; prof ord. di Calcolo infinitesimale nella R. Universiti di Torino. [Via 
Barbaroux, 4 — Torino (Italia)]. 

PENNACCHIETTI (Giovanni) [Arcex-ia (Ancona) (Italia): 25.7.1854] [14.12.1890] 
[167], dottore in Sdenze Fisico-Matematiche ; membro effettivo dell' Accademia Gioenia 
di Scienze Naturali (Catania) ; prof ord. di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica 
superiore nella R. Universiti di Catania. / R. Universild — Catania (Italia) J. 

PENSA (Angelo) [Savigliano (Cuneo) (Italia): 28.7.1875] [12.2.1905] [371], dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella 
R. Universiti di Torino. [R. Universita — Torino (Italia) J. 

• PEPOLI (Alessandro) [Palermo (Italia) : I7.}.i852][2.3.i884][20], ingegncre; prof 
nella R. Scuola Tecnica « Gagini » ; bibliotecario del Circolo Matematico di Palermo. 
[Via Isidoro La Lumia, 66 — PaUrmo (Italia)]. 

PERAZZO (Umberto) [Nizza Monferrato (Alessandria) (Italia): 25.10.1878] 
[3. 4. 1 90 1] [29 1 J, dottore in Matematica; dottore in Sdenze Naturali; assistente alia 
cattedra di ueometria projettiva e descrittiva nella R. Universiti di Torino. [Corso 
Oporto, I) — Torino (Italia)]. 

PERNA (Alfredo) [Napoli (Italia): 2i.9.i873J[i2.6.i898][25}], dottore in Matema- 
tica; prof nella R. Scuola Normale di Lecce. [Discesa Sanitd, 12 — Ni^li (Italia)]. 

PETROYITCH (Michel) [Belgrade (Serbie): 6.5.i868][io.i.i897][237], anden d^ve 
de rficole Normale superieure de Paris; ^cenci^ ^s Sdences physiques; docteur ^s 
Sciences math^matiques ; membre de la Srpska Kraljevska Akademija (Belgrade) ; 
membre de la Jugosbvenska Akademija Znanosti i Umjetnosti (Agram) ; membre de 
la Socid6 Royale des Sciences de Prague ; membre de la Sod^td Math^matique de 
France; professeur i la Facuh^ des Sciences de Belgrade. [Kossantcb- Venae, 26 — 
Belgrade (Serbie)]. 

PEXIDER G^ Vil6m) [Karlfn (Bdhmen) (Oesterrdch) : 22.12.1874] [24.5.1903] 
[320], Dr. phil. /"... — Prag (Bohtnen) (Oesterreich) ] . 

PICARD CCharles 6mile) [Paris (France) : 24.7.1856J [134.1890] [162], anden d^ve 
de lEcoic Normale sup^rieure de Paris; docteur 6s Sdences math^mat.; membre de 
rinstitut de France (Academic des Sciences, section de G^om^trie) ; docteur (honoris 
causa; en Math^matique de I'Universit^ de Christiania ; docteur honoraire «of Qvil 
laws « de TUniversite de Glasgow ; docteur honoraire de FUniversit^ Qark (fitats- 
Unis) ; membre et ancien President de la Sod^t^ Math^matique de France ; associ6 
danger, membre honoraire, membre, ou correspondant, des Academies et Sod^t^ 
suivantes : Society des Sciences d'Ath^nes, KdnigL Preussische Akademie der Wissen- 
schaften (Berlin), Reale Accademia delle Sdenze dell'Istituto di Bologna, American 
Academy of Arts and Sciences (Boston), KongL Danske Videnskabemes Selskab (Co- 
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penhague), Ph3rsikalisch-Medizinische SozietSt in Erlangen, Kdnigl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu GSttingen, Finska Vetenskaps-Societeten (Helsingiors), Soci6t6 Mathd- 
matique de Kharkow, London Mathematical Society ; Sociedad QentiHca « Antonio 
Alzate » (Mexico), Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano), Acad^mie de 
Stanislas (Nancy), Acad^mie Imp^riale des Sciences de St.-P6tersbourg, Reale Accade- 
mia del Lincei (Roma), Reale Accademia delle Scienze di Torino, Kongl. Vetenskaps- 
Societeten (Societas Kegia Scientiarum Upsaliensis), National Academy of Sciences 
(Washington); coUaborateur de VEncyclopiaie des Sciences Mathimatiques pures et ap- 
pliqtUes ; professeur d'Analyse sup^rieure et Alg^bre sup^rieure k la Faculty des Sciences 
de Paris ; professeur de M^canique k Tficole (intrale des Arts et Manufactures de Paris. 
[Rue Bara, 4 — Paris, VI* (France)]. 

HERI (Mario) [Lucca (Italia) : 22.6. i860] [10. 3. 188^] [142], dott. in Matem.; socio 
effettivo dell'Accademia Gioenia di Scienze Naturali di Catania ; socio corrispondente 
della Reale Accademia Lucchese di Scienze, Lettere ed Arti ; prof. ord. di Geometria 
projettiva e descrittiva, ed inc. di Geometria superiore, nella R. University di Catania. 
[R. Universitd — Catania (Italia)]. 

PIETRA (Gaetano) [Castiglione delle Stiviere (Mantova) (Italia): 10.8.1879] 
[26.3.1905] [385], dottore in Matematica; assistente di Geometria projettiva e assistente 
onorario di Geometria superiore, nella R. University di Padova. [Cor so Fitter io Ema- 
Huele II, }^ ^Padova (Italia)]. 

PINCHERLE (Salvatore) [Trieste: 11.3.185 3] [11.?. 1888] [108], dottore in Matema- 
tica ; accademico benedettino, e vice presidente, della R. Accademia delle Scienze 
delllstituto di Bologna '.-uno dei XL della Society Italiana delle Scienze; socio nazionale 
della Reale Accademia dei Lincei (Roma); socio corrispondente del Reale Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; membro della Deutsche Mathematiker-Verei- 
nigung ; collaboratore deUa Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, mil Ein- 
schluss ihrer Anwendungen ; membro del Consiglio Direttivo del Grcolo Matematico 
di Palermo ; prof. ord. di Algebra e Geometria analitica, ed inc. di Matematiche su- 
periori, nella R. Universiti di Bologna. [R. University — Bologna (Italia)]. 

*PINTACUDA (Carlo) [Palermo (Italia) : 8.12.1837] [2.3.1884] [21], ing.; giiprof. di 
Meccanica applicata alle Macchine, e di Costruzioni stradali e ferroviarie, nella R. Scuola 
d'Applicazione per glTngegneri di Palermo ; socio corrispondente della Societa di Scien- 
ze Naturali ed Economiche di Palermo ; socio del Collegio degli Ingegneri ed Ar- 
chitetri di Palermo. [Via Ingham, 18 — Palermo (Italia)]. 

PINTACUDA (Michele) [Palermo (ItaBa): 27.6.1874] [5.3.1905] [383], ingegnere. 
[Via Torrearsa, i — Palermo (Italia)]. 

PISATI (Si^a Laura) [-.] [26.2.1005] [380], dottoressa in Matematica; insegnante 
nella R. Scuola Tecnica femminile « Marianna Dionigi » in Roma. [Via Polveriera, i — 
Roma (Italia)]. 

PITTARELLI (Giulio) [Campochiaro (Campobasso) (Italia): 2.2.1852] [24.2.1889], 
[141], incegnere; dottore in Matematica; socio corrispondente dell'Accademia Ponta- 
niana di wapoU ; prof. ord. di Geometria descrittiva con disegno neUa R. University 
di Roma e di AppUcazioni di Geometria descrittiva nella R. Scuola d'Applicazione 
per glTngegneri in Roma; inc. delle conferenze alia Scuola di Magistero per la Ma- 
tematica. [Pia:^:^a 5. Pietro in Vincoli, / — Roma (Italia)]. 

PIUMA (Marchese Carlo Maria) [Genova (Italia): 26.9.1837] [4. 12. 1887] [84], arch.-in- 
ge^ere; membro della Society Ligure di Storia Patria; prof. ord. di Calcolo inHni- 
tesmiale neUa R. University di Genova. [Via S. Sebastiano, 6 — Genova (Italia)]. 

POINCAR^ (Henri) [Nancy (Meurthe-et-Moselle) (France): 29.4.1854] [23.3.1890] 
[161], anden d^ve de r£cole Polytechnique de Paris; docteur ^s Sciences mathima- 
tiques; ing^eur des Mines; membre de Tlnstitut de France (Acad^mie des Sciences, 
section de G6om6trie); membre et ancien president de la Soci^t^ Math^matique de 
France, de la Soci^t^ Astronomique de France et de la Soci6t6 Fran^aise de Physi- 
que ; membre de FAssociation rran^aise pour TAvancement des Sciences ; associ^ 
toanger, membre honoraire, membre, ou correspondant, des Academies et Soci^t^s 
suivantes ; Koninklijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam), Kdnigl. Preus- 
sische Akademie der Wissenschaften (Berlin), Rede Accademia delle Scienze dellTsti- 



XXIT BL8NCO DBI SOa. 



tuto (H Bologna, Acad6mie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de 

Belgique (Bruxellcs), Cambridge Philosophical Society, KongL Danske Videnskabemes 
Selskab (Copcnhague), Royal Societv of Edinburgh, ICdnigL Geseilschaft dcr Wissen- 
schaften zu GAttingen, HoUandsclie Maatschappy der Wetenschappen (Haarlem), Royal 
Society of London, London Mathematical Society, Royal Astronomical Society of Lon- 
don, Manchester Literary and Philosophical Society, KonigL Bayerische Akademie der 
Wissenschaften zu Munchen, Societil Reale (R. Accademia delle Scicnxe Hsiche e Ma- 
tematiche) di Napoli, American Philosophical Societ}' of Philadelphia, Sodeti Italiana 
delle Scienze (detta dei XL) (Rome), Reale Accademia dei Lincei (Rome), Acad^mie 
Imp^riale (\ts Sciences de St.-P6tersbourg, KongL Svenska Vetenskaps-Akademien 
rStockliolm), Reale Accademia delle Scienze di Torino, KongL Vetenskaps-Sodeteten 
rSocietas Rcgia Scicntiarum Upsalicnsis), Reale Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed 
Arti (Venise), National Academy of Science of Washington; etc.; docteur (honoris causa) 
en Mathematiquc de rUniversit6 do Christiania ; docteur honoraire en Philosophie de 
rUniversit^ de Klausenburg; docteur honoraire en Sciences de TUniversit^ de Oxford; 
Sylvester Medallist of the Royal Society of London (looi); president de la « Com- 
mission permauente Internationale du Repertoire Bihliograpnique des Sciences MathemaH- 
ques » ; collaborateur de VEncyclop^die des Sciences Maihimatiques pures et appliquUs; 
membre de la « Commission Internationale pour la M^daille Gucci a (1908) » ; 
membre du Consiglio Direttivo del Grcolo Matematico di Palermo ; membre du Bureau 
des Longitudes ; professeur d*Astronomie math^matique et Micaniaue celeste i la Fa- 
culty des Sciences de Paris. [Rue Claude-Bernard, 6\ — Paris, V* (Framc4)]. 

• POLITI (Giuseppe) [Palermo (Italia) : 4.8.1852] [2.3.1884] [23], ing.; socio del Col- 
legio degli Ingcgnen ed Architetti in Palermo ; vice segretario del Circolo Matematico 
di Palermo ; capo divisione presso la Societil Italiana per le Strade Ferrate della 
Sicilia. [Fia Pergole, 14 — Palermo (Italia)]. 

POMPEIU (Dim^tre) [Broscautzi (Roumanie): 22.9.1873] [12.2.1905] [372], docteur 
hs Sciences math^matiques. [Rue Dauhenton, 42 — Paris, P (France)]. 

PORCELLI (Onofrio) [...][! 3.5.1804] [206], preside, e professore di Matematiche, del 
R. Istituto Tecnico « Pitagora » di Bari. [R. istituto Tecnico — Bari (Italia)]. 

* PORCELLI (Salvatore) [Palermo (Italia): 16.11.1843] [2.3.1884] [24], injgegnere ; 
;ii prof, di Geometria descrittiva e Costruzioni rurali neUlstituto Tecnico di Trapani 
1874-1880); socio del Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo; tesoriere del 
lircolo Matematico di Palermo. [Via Fuippo Parlaiore, 22 — Palermo (Italia)]. 

PRYM (Friedrich) (DQren (Preussen) (Deutschland) : 28.9.1841] [12.2.1905] [373], 
Dr. phiL; korr. Mitglied der Physikalisch-medizinischen Sozietit in Erlangen; korr. Wx- 
glied der KgL Geseilschaft der Wissenschaften zu G6ttingen; Mitglied der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung; ord. Professor der Mathematik an der KgL Julius-MaximiHans- 
Univcrsitilt WOrzburg. [Schweinfurterstr. j '/4 — Wur'^purg (Bayern) (Deutschland)], 

PUQLI8I (Mattia) [Messina (Italia): 6.4.1871] [26.6.1898] [254], dottore in Mate- 
matica. / Via Vittorio Emanuele, 164 — Trapani (Italia)]. 

REINA (Vincenzo) [Como (Italia): 22.1 1.i862][i2.i. 1890] [155], dottore in Mate- 
matica ; prof. ord. di Geodesia e Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione per 
gl'Ingegneri in Roma. [Pia^a S. Pietro in yincoli, $ — Roma (Italia)]. 

REPETTO (Giuseppe) [Sassari (Italia): 1 8.1. 1872] [12.2. 1905] [374], dottore in Ma- 
tematica ; prof, nel R. Ginnasio di Sassari. [Largo Paxjplfh i — Sassari (Italia)]. 

RETALI (Virginio) [Marciana Marina (Livomo) (Italia): 24,11.1853] [27.2. 18S7] 
[6 3 J, dottore in Matemaiica; prof, nel R. Liceo «Cesare Beccaria» di MiLmo. [R. liceo 
Cesare Beccaria — Milano (Italia)]. 

RICCI fGregorio) [Lugo (Ravenna) (Italia): I2.i.i85j][2j. 12.1894] [212], dottore 
in Scienze Fisico-Maiematiche ; mcmbro effettivo del Reale Istituto Veneto di Sdenie, 
Lettere ed Arti (Vcnezia) ; socio corrispondcnte della Reale Accademia dei Lincei (Ro- 
ma) ; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; prof. ord. di Algebra comple- 
mentare cd inc. di Fisica Matematica nella R. University di Padova. [Pia^a ViUono 
Emanuele IF, 29 — Padova (Italia)]. 



RINDI (Scipionc) [Lucca (Italia): 20.10.1850] [13.2.1887J [61}, dott in Matematica; 
prof, nel R. Liceo « Niccolb Machiavelli » in Lucca. [Via Bisa, i4^Luua (Italia)], 
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RIPAMONTI (Sig.na Maria) [Sondrio (Italia): 28.1 1.1878] [22.5.1904] [328], dotto- 
ressa in Matematica; insegnante di Matematica nella R. Sciiola Normale Femminile 
aDoinina», con convitto, di P^tralia Sottana. [R. Scuola Normale FemnUmle — Pe- 
trdlia Sottana (Prov, di Pdermo) (Italia)], 

mUS Y CA8A8 (Jos6) [Barcelona (Espana): 27.3.1867] [22.5.1904] [3 29]».I>oct6r 
en Qendas Hsico-Matemiticas ; socio correspondiente de la Real Academia de Gendas 
y Artes de Barcelona; miembro de la Deutsche Mathematiker-Vereinigmig ; director 
de la Revista Trimestral de Matetndticas ; Catedrdtico Numerario de Anili^ Matemi- 
tico en b Universidad de Zaragoza. [CaUe de SaifK^ de Varanda, 8, barrio de las Aca- 
cias, Torrero — Zaragoza (Espana)], 

R8NC0 (Nino Emilio) [Genova (Italia): 27.ii.i865][i3.2.i898][247i ing.; dott 
in Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva nella R. University di 
Genova ; prof, di Idraulica e Macdune idrauliche neUa Scuola Superiore Navale di 
Genova. [Via Roma, 10 — Genova (Italia)], 

R0SANE8GakobKBrody(Galizien) (Oesterrdch) : 1 6.8. 1842] [26. 3. 1905] [3 89], Geh. 
Reg.-Rat; Dr. phil.; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor 
dcr Mathematik an der KgL Universitat Breslau. [Schweidnitfer SUtdtgraben 16 h — 
Breslau (Preussen) (Deutschland)], 

RUbia (Ferdinand) [Wiesbaden (Preussen) (Deutschland^ : 2.8.1856] [24.4.1898] 
[251], Dr. phil. ; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereiniguhg ; Professor Qtx 
hoheren Mathematik an der EidgenOssischen Polytechnischen Schule zu ZOrich. [Pel- 
deggstr. 64 — Zurich (Schweis^], 

RUSSO (Giovanni) [Catanzaro (Italia): 1.9.1851] [26.8.1888] [130], proL di Mate- 
matica nell'Istituto Tecnico pareggiato e nella Scuola 'Tecnica pareggiata di Catanza- 
ro. [Via Scalfaro, 5 — Catanxaro (Italia)], 

SADUN (Elcla) [PitiffHano (Grosseto) (Italia) : 29.1.1858] [28.4.188^] [146], dot- 
tore in Matematica; proL nel R. Istituto Tecnico « Leonardo da Vina* di Roma. 
[R. Istituto Tecmco — Roma (Italia)], 

SALVATeRE-DINO (Nicola) [Torre Annunziata (Napoti) (Italia): 12.11.1843] 
[4. 1 2. 1 887] [85], sodo residente dell'Accademia Pontaniaha di Napoli ; corrispondente 
della Reale Accademia deUe Scienze Fisiche e Matematiche di Napbli; prof; ord. di 
Geometria analitica nella R. Universiti di Napoli. [Via Duomo, jy-^NapoH (Italia)]. 

SANNIA (Gusuvo) [Napoli (ItaHa) : 13.5. 1875] [25. I2.I904][345], dotlorc in Ma- 
tematica. [Via CorU d'AppeUo, 7 — Torino (Italia)], 

8BRAIIA (Umberto) [Pisa (Italia): 2. 3. 1882] [2 5. 12. 1904] [3 46], dottore in Mate- 
matica; assistente alia cattedra di Analisi infinitesimale nella R. University di Pisa. 
[Via FranUschi, 4, f p"" ^ Pisa (Italia)]. 

8CHEFFERS CGeorg Wlhehn) [Altendorf (Braunschwdg) (Deutschland): 21.1i.1866] 
[9.2.1902] [307], Dr. phil.; Mitglied der Deutschen Mamematiker-Vereinieiing ; Mi- 
tarbdter an der Encfklopadie der Mathematischen Wissenschaften, mit EinschUiss ihrer 
Anwendungen; ord. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule zu 
Darmstadt. [ fVittmannstr, 60 — Darmstadt (Hessen) (Deutschland)], 

8CHLE6EL (Victor) [Frankfurt *7o. (Preussen) (Deutschland): 4.3-1843] [i 3.5.1888] 
[119], Dr. DhiL ; Mitglied der Kaiserlichen Leopoldinisch-Carolinischen Deutschen Aka- 
demie der Naturforscner (Halle) ; Mitglied der Soci^t^ Mathdmatique de France ; Mit- 
glied der American Mathematical Sodety; MitgUed der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung; Professor der Mathematik an der Kftnigl. hdheren Maschinenbauschule 
zu Hagen»/w. [Volmestr, 62 — Hagen*lpfr (Preussen) (Deutschland)], 

SCHOUTE (Pieter Hendrik) [Wormerveer (Pays-Bas) : 21.1.1846] [25.12.1904] [347], 
ing^nieur; docteur ^s Sdences math6matiques ; membre de la Koninkliike Akademie 
van Wetenschappen te Amsterdam, de la Hollandsche Maatschappy der Wetenschappen 
(Haarlem), de La Bataafsch Genootschap der Proefondervindehjke (Rotterdam), de la 
Wiskundig Genootschap (Amsterdam), de la London Mathematical Sodety, de la So- 
dttt Matnimatique de France (Paris), de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung; 
membre de la « Commission permanente Internationale du Repertoire Bibliogri^hi^ 
des Sciences Mathimatiques » ; r^dacteur en chef dc la Revue Semestrielle des Publtca- 

Rmd. Ctrc. Umtim. FaUrmo. t. XIX (190s). — Stampato 1*8 aprile 1905. ' d 
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Tneirich; ^Mfc-jirewo Prr.ini Pcacn Prc^sscn; . Dcutschlini): 27.1. 1856] 
(Swi.i9a5Jl5)0]» Dr. phiL; Mhgfiei ier isLBser&chen LeopoLiinxsch-Caroiinischen 
PfBchcn Ahrfirmir der Nxart-Drvier ^Hdk) ; 3Gig&ed der Sod^t^ Royale des 
Science f de li^c; Mkgiied der Dectschen MirhnTud her-Ver dimgwi i g ; acd. I^ofessor 
4a Gcomctiie iMid Gr&rfxbche Stank, ond Rekaor, an der GrossLerzogL Technischen 
Hocfasdnle m Kjrfanilie. [Umktmheimerstr. /; ~ Karisnie (Badeuj (tkmtscbUmd)]. 

SttTT rCharlooe Angas; [Lincjjln (lincoizttkire) (Enghnd): 8^.i858n9-i.i898] 
[343], D. Sc (hoodoD); Member of d^ Locdoc Madsematkal Sodety ; Member of die 
Edin Uuf^ Madiemariral Soder.-; Member ot the American Madiernatical Sodety; 
Member d the Deotsdie Mathrmatiker-Vertini|:ung ; Hooorarv Member of the Wiskun- 
dig GcDOOCsdiap f Amsterdam) ; Co-Eifcar ot ibc Amfric^m Jcmrmal of Ma&tmoHcs ; 
Professor of Mathematics at Brvn Mawr G>Uege. [Brym Mawr CeOege — Brm Mawr 

(P€,)(as.A)]. 

iCnC (Corrado) [Safaixzo (Cuneo) (Itafia): 20L&1865] [27.7. 1 887 j [68], dottore 
in Matematica ; imo da XL de&a Sodeta ItaEma deOe Soeoze (Roma) ; accademico 
rrndcnte ddia Reale Accademia deOe Sdenze di Torino ; socio wawwtjU deOa Reak 
Accademia da lined (Roma) ; sodo straniero delLi Academic Royale des Sdences, 
des Lettrcs ct des Beaxn-Arts de Belgique (Bruxefles); membro ooorario della dm- 
brid^ Philosophical Society; socio corrispoodente deOa Physikalxsdi-medizxmsche 
Sozietit in Erlangen e del Reale Isdnito Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); 
membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; membro deQa «Commissione in- 
tcmanonale per b Meoagua Guccia (1908)* ; redattore degfi AmnaH di MaUmaHca 
fmrM gd offhoiH; coUaboratore deOa Emcykhpjdk der MagkemaHschem Wissenschaften, 
mi Smuomss ibrer Amwendungen; profl ord. di Geometria supenore neOa R. Univer- 
mk di Torino. [Corse VtUorio Emammtk, Sy — Tormo (ItalU)]. 

8CTTM0 (Girolamo) Prindpe di Htalia [Palermo (Italia): 2JLi846][ 12.2. 1905] 
i37$%ga30baomo di corte di S \L b Regina Madre; membro deOa Sodeti SidHana 
per b Scona Patria (Palermo) ; sodo delb Sodeta di Accfimazione e di Agricokura 
m SidStA (Palermo); rappresentante il fondatore dell^Istitiito Agrario Castelnuovo di 
Paknno. [Fis^s 5. CuUU, 44 ^ Palermo (ItaUo)]. 

SCVEItl (Francesco) [Arezzo (ItaHa): 1 3^1879] [24.2.1901] [287], dottore in Ma- 
tcmadca; prot ord. di Geometria projettiva e descrittiva neOa R. University di Parma. 
[R, VmmrtUd^ Parma (Itolia)]. 

8IA0CI (Francesco) [Roma (Italb) : 204.1859] [8.1. 1905X55 1]> <^ott. in Matem.; 
Colonnello d'ArtigHerb nelb Riserva ; deputato di Roma nelle legisbture XVI e XVII; 
senatore del Regno ; uno dd XL deUa Sodeti ItaHana delle Scienze (Roma) ; sodo 
narionale delb Reale Accademb da Lined (Roma); sodo ordinario residente delb 
Reale Accademb delle Sdenze Bsiche e Matemadche di Kapoli ; sodo residente dd- 
FAccademb Pontaniana di K^^H; accademico nazionale non residente deUa Reale 
Accademb delle Sdenze di Tormo ; sodo corrispondente del Reale Istituto Lombardo 
di Sdenze e Lettere (Milano) e delb Reale Accademb deUe Sdenze dell^Istituto di 
Bologna; profl onorario delb R. Universita di Torino; prof ord. di Meccanica ra- 
zionale e inc. di Meccanica superiore nelb R. Universiti di NapoU. [Corso Uwhtr- 
to r, ly^ — S(^U (Italia)]. 

SINMULLIA (LuigO [Ferrara (Italb): 18.9.1864] [26.1. 1902] [306], dottore in Ma- 
tematica. [Fia BetUmo Ricasoli, 2 — MUano (ItaHa)]. 

80FI0 (Luigi) [Messina (Italb): 22.7. 185 7] [12.6. 1904] [53 2], (General Manager in 
Italy of the Anglo-Sicilian Sulphur Company Ld. [Pu^a Gioi*anni Meli, / — Palermo 
(Italia)], 

SOLER BALSANO (Emanuele) [Palermo (Italia): 29.8.1867] [3.1.18^2] [179], ing.; 
donore in Matematica ; sodo corrispondente delb Reale Accademb di Sdenze, Lettere 
e Belle Arti di Palermo e delb Sodeti di Sdenze Naturali ed Economiche di Paler- 
mo ; socio ordinario delb Reale Accademia Peloritana di Messina ; prof, straord. di 
Geodesb teoretica nelb R. University di Messina. [R. Universitd — Messima (halia)], 

S0MI6LIANA (Nob. Carlo) [Como ^talb): 2a9.i86oj[28.i.i894][i99l dottore in 
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Matem.; socio corrispondente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; socio corri- 
spondente del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano); prof. ord. di 
Hsica Matemadca nella R. Universiti di Torino. [R, UniversUd — Torino (Italia)], 

STEPHANOS (Cyparissos) [Zea (Cyclades) (Gr^ce): "As-S-i^S?] [28.8.1904] [137], 
docteur en Philosophie de rUniversit^ d'Ath^nes (1878); docteur fes Sciences del Uni- 
versity de Paris (1884) ; membre de la Soci^t^ Philomathique de Paris ; membre cor- 
respondant de la British Association for the Advancement of Science ; membre de la 
Sod^6 Mathtoadque de France; membre de la Deutsche Mathematiker- Vereinigung ; 
membre de la « Commission permanente intemationale du Ripertoire Bibliograpbi^ 
des Sciences MaihhnaHques »; president de TUnion des professeurs grecs ; directeur de 
I'Ccole publique de Commerce d*Ath^nes ; professeur de Mathimatiques ii TUniversiti 
d'Athtoes; professeur de Calcul diff^rentiel et integral i Fficole Polytechnique d*A- 
th^nes. [Riue de Solon, 20 — Athhtes (Grhce)]. 

STRAZZERI (Vittorio) [Terranova di Sicilia (Caltanissetto) (Italia): 2.7.1874] 
[9.6.1001] [206], dottore in Matematica; prof, nella R. Scuola Tecnica di Sassari. 
[R. Scuola Tecnica — Sassari (Italia)]. 

TAGLIARINI (Rodolfo) [Palermo (Italia): 17. 3.1 871] [26. 3. 1899] [272], dottore in 
Matematica; pro£ nella R. Scuob Tecnica di Piazza Armerina. [R. Scuola Tecnica^-' 
Pia:(^a Armerina (Prov, di Caltanissetta) (Italia)], 

TA8CHETTI (Giuseppe) [Licata (Girgcnti) (Italia): 9.1.1852] [4.4.1886] [42]; proi 
nel R. Ginnasio G. B. Vico di NapoH. [S. Mandato, $0 — 'Napoli (Italia)]. 

TEDONE (Orazio) [Ruvo di Puglia (Bari) (Italia): io.5.i870][8.i2.i90i][joo], 
dottore in Matematica; membro detu Deutsche Mathematiker- Vereinigimg ; collabo- 
ratore della Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, mit Emschluss ihrer 
Amvendungen; prof straord. di Meccanica razionale nella R. UniversitA di Genova. 
[ R. Universal — (xenova (Italia)], 

TOFFOLETTI (Carlo) [Venezia (Italia): 12.2.1879] [22.3.1903] [3 14], dottore in 
Matematica. [Rio terrd Catecumeni, 121 — Venecia (Italia)], 

TOIA (Guido) [Rrenze (Italia): 2 5. 4. 1870] [10.6. 1900] [281], ingegnerc; membro 
corrispondente dell'Institute of Actuaries di Londra ; attuario della K. Commissione 
per b determinazione e ripartizione dei disavanzi degli Istituti di Previdenza ferro- 
viari; attuario della Fondiaria-Viu. [Via PeUicceria, 8--Firen%f (Italia)], 

TONELLI (Alberto) [Lucca (Italia): 2 5. 12. 1849] [4. 12. 1887] [86], <iott in Matem.; 
corrispondente della Societi di Scienze Naturali ed Economiche di P^ermo ; membro 
dei Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; rettore della R. Universiti^ 
di Roma ; prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed inc. di Algebra complementare nella 
R. University di Roma. [Pia:^a 5. Pietro in Fincoli, $ — Koma (Italia)], 

TORELLI (Gabriele) [Napoli (Italia) : 26.3.1849] [24.6.1888] [122], dott in Matem^ 
socio residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli; socio ordinario non residente 
della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli; socio atdvo della 
R. Accademia di Scienze, Lettere e BeUe Arti di Palermo; socio corr. della SodetA 
di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo; membro del Consijg;lio Direttivo del 
Circolo Matematico di Palermo ; preside deUa Facoltii di Scienze Fisiche, Matematiche 
e Naturali, prof. ord. di Calcolo mfinitesimale, ed inc. di Fisica matematica, nella 
R. Universiti di Palermo. [Via Malaspina, 68 — Palermo (Italia)], 

TORELLI (Ruggiero) [Napoli (Italia^: 7.6.1884] [26.2.1905] [381], dottore in Ma- 
tcmatica- [Lungamo Gambacorti, 2} — Pisa (Italia)]. 

TRAFELLI (Luigi) [Nettuno (Roma) (ha^a): 7.6.1881] [lo.i. 1904] [327], dottore 
in Matematica. [Nettuno (Prov, di Roma) (Italia)]. 

TRAVERSO (Niccol6) [Savona (Genova) (Italia^: 5.7.1872] [14.2.1897] [238], dott in 
Matem.; pro£ nel R. Liceo « Ck>vone » di Alba. [R. Liceo — Alba (Prov, di (jmeo) (Italia)], 

yMjCk (Giovanni) [Genova (Italia): x8.1x.1872] [15. 1. 1899] [264], dottore in Ma- 
tematica. [Via Palestro, 11 — Genova (Italia)], 

VAILATI (Giovanni) [Crema (Cremona) (Italia): 23.4. 1863] [ii.3.x8^; 12.3.1^0^] 
[203]» dottore in Matematica ; prof, nel R. Istituto Tecnico « GaUleo C^sdilei » di n- 
renxe. [Si IsiUuto Tecnico — Firen^e (Italia)]. 
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VALERI (Dcmctrio) [Codogno (MiUno) (IuMa): 22.i2.i848J[9.7.i89}][I94], in- 
ffejB;nere ; libero docente <ti Geometria projettiva nel K. Istitiito Tccnico Superiore di 
Miuno; R. Prowedhore agli studi in nacenxa. [Piacen^a (Italia)]. 

VA88ILIEF (Alexandre) [Kasan (Russie): 5 7. 185 5] [22.1. 1899] [265], docteur 6s 
Sciences math^niatiques ; membre des Sod^^s Math^adques de Kharkow, Kiew et 
Moscou ; membre perp^tuel de la SodM des Amis d^s Sciences Naturelles, d'Anthropo- 
logie et de Ethnographie de Moscou ; membre honoraire de la Sod^^ des Sciences 
Physiques et Naturelks de Bordeaux, de Tlnstitut 19 septembre de Lisbonne et de b 
SodM Sdentifique de Nijnii-Kovgorod ; membre de la Sod^6 Mathematique de France; 
membre de la Deutsche Mathematiker-Vereinigun^ ; prudent de la Sod^^ Ph^'sico- 
Math^matiaue de Kasan ; professeur 6m6rtte de T university Imp^riak de Kasan. [Uni- 
versiti — Kasan (Russie)]. 

VENERONI (EmiHo) [Milano (Italia) : 5-iiiS74][23.6.i90i][25{7l, dott in Matem.; 
libero docente (H Geometria projettiva nella R. Universiti di Pavia ; pro£ nel R. Isti- 
tuto Tecnico « Leonardo da Vind » di Alessandria deOa Paglia. [R. Istituto Tecnico — 
Alessandria deUa Paglia (Italia)]. 

VENTURI (Adolfo) [Firenze (Italia): 22.9.1852J [5.2.1888] [96^ dott. in Matem.; 
vice preadente della Reale Accademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; sodo 
ord. della Sodcti di Sdenze Natural! ed Economiche di Palermo; sodo conispon- 
dente deUa Resde Accademia dd Lined (Roma) ; prod ord. di Geodesia teoretica ed inc. 
di Meccanica superiore nella R. Universiti di Palermo. [Cor so Calatt^hmi, 51/ — Pa- 
lermo (Italia)]. 

VERDE (FeHce) [Genova (Italia) : 30.9.1852] [27.12. 1896J [232], ing.; Comandante 
deUa R. Marina al riposo ; membro deUa Britisii Astronomical Association QLondra), 
della Royal Society of New South Wales (Sydney) e deUa Sodety for the Encoura- 
gement of Arts, Manufactures and Commerce (London). [Via Fa;io, 7 — Sfeiia 
(Prov. di Genova) (Italia)]. 

VEROWESE (Giuseppe) [Chioggia (\'enezia) (ItaUa) : 7.5.1854] [ii.3.i888][noi 
dottore in Matematica ; senatore del Regno ; uno dd XL della Sodeti Italiana delle 
Sdenze (Roma) ; sodo nazionale della Reale Accademia dd Lined (Roma) ; membro 
efl^vo dd Reale Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti (Venezia) ; aggregato al 
Re^ Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano^; sodo corrispondente della 
Reale Accademia delle Sdenze di Torino ; sodo ordinano della Reale Accademia delle 
Sdenze di Padova e deUo Ateneo Veneto ; membro straniero della Magyar Tudominyos 
Akad^mia (Budapest); membro deUa Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; pro£ ord. 
di Geometria analitica ed inc. di Geometria superiore nella R. UniversiU di Padova. 
[R. Umversitd — Padova (JtaUa)]. 

VITALI (Giuseppe) [Ravenna (Italia): 26.8.1875] [27.5.1900] [280], dottore in Ma- 
tematica ; pro£ nel R. Liceo « Cristoforo Colombo » di (jenova. [R, Liceo Cristoforo 
Colombo — Genova (Italia)]. 

VITERBI (Adolfo) [Mantova (Italia): 27.9. 187 3] [27. 12. 1896] [2 3 3], dottore in Ma- 
temadca ; inge£;nere ; Ubero docente di Meccanica razionale ed inc. di Statica gra- 
fica nella R. Universiti di Pavia. [R. University — Pavia (ItaHa)], 

VIVANTI (Giulio) [Mantova (Italia): 24. 5. 185 9] [18. 12. 1887] [90], ing.; dottore in 
Matematica ; socio della Reale Accademia Virgiliana di Mantova ; socio ordixiario, e vice- 
direttore della classe di Scienze Naturali, Fisiche e Matemadche, deUa Reale Accademia 
Peloritana di Messina ; prof ord. di Calcolo infinitesimale ed inc. di Matematiche su- 
periore neUa R. University di Messina- [R. Universitd — Messina (ItaHa)], 

VOLTERRA (Vito) [Ancona (Italia) : 3.5.1860] [4.12.1887] [87], dott in Fisic^ dott. 
(honoris causa) in Matematica della University di Ghristiania e ddl'Universiti di Cam- 
bridge ; senatore del Regno ; uno dd XL della Sodeti Italiana delle Sdenze Hloma) ; 
sodo narionale (e amministratore) della Reale Accademia dd Lined Q^ma) ; acca- 
demico nazionale non residente della Reale Accademia delle Sdenze di Torino; mem- 
bro corrispondente dell'Institut de France (Acadimie des Sdences, section de (j^m^- 
trie) ; socio onorario dell' Accademia Gioenia di Scienze Naturali (Catania) ; membro 
narionale della Sodeti degli Spettroscopisti Italiani; sodo corrispondente del Reale 
Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano), della Reale Accademia delle Sdenxe 
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dell*Istituto di Bologna e della Reale Accademia delle Scienze, Lettere ed Arti di Mo- 
dena ; membro onorario della Soci^t^ des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux ; 
membro della Soci6t^ Math^matiaue de France ; membro della Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung; co-direttore del Nuovo Cimento ; membro del Consi^lio Direttivo del 
Qrcolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Fisica matematica ed mc. di Meccanica 
celeste nella R. Universiti^ di Roma. [Via in Lucina, ij — Roma (Italia)]. 

VRIE8 (]zn de) [Amsterdam (Pays-Bas) : 1.3. 1858] [14.6.18911c 178], docteur 6s 
Sciences math^matiques et physiques ; membre de la Koninklijke Akademie van We- 
tenschappen te Amsterdam et de la Wiskundig Genootschap (Amsterdam) ; membre 
de la Irovinciaal Utrechtsch Genootschap ; membre de la Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung ; r^dacteur des Wiskundige Opgaven et de la Revtu StnustrieUe des Publi- 
cations MtUahnaHques ; professeur k TUniversit^ de Utrecht. [Nienwegracht 12 — 
Utrecht (Pays-Bas)], 

WEBER (Eduard Ritter von) [Munchen (Bayem) (Deutschland): 1 2.5 . 1 870] [27.2. 1 898] 
[249], Dr. phil.; Mitflied der lieutschen Mathematiker-Vereinigung ; Mitarbeiter an der 
Encyklopottie der MiUhematischen Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Anwendungen; 
ausserord. Professor der Mathematik an der Kgl. Bayerischen Ludwig-Maximilians-Uni- 
versitit Munchen. [Alexandrastr. i — MUnchen (Bayern) (Deutschland)]. 

WIRTIN6ER (Wilhelm) [Ybbs a. d. Donau (Oesterreich): 19.7.1865] [12.2.1005] [376], 
Dr. phiL ; Doctor (honoris causa) der Universitat Christiania ; korr. MitgHed der KaiserL 
Akademie der Wssenschaften(Wien); Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung; 
Herausgeber der Monatshefte fur Mathematik und Physik ; Mitarbeiter an der £nryib/o^5& 
der Mathematiuhen Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Anwendungen; ord. Professor 
der Mathematik an der K. K. Universitit Wien. [Edelhofgasse 19 — Wien, XVIII 
(Oesterreich)],, 

YOUNG (William Henry) [London (Eneland) : 20. 10. 1863] [12.2.1905} [377 J, M.A.; 
Sc. D.; Member of the London Mathematical Soaety; Fellow of the Cambridge Philoso- 
phical Society; Member of the American Mathematical Society; Member of the Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung ; formerly Fellow of Peterhouse, Cambridge, England; Lec- 
turer in Mathematics of the Girton College, Cambridge, England. [Peterhouse — Cam- 
bridge (England)] [HfUhelm Weber-Str, 44 a ^ Cpttingen (Preussen) (Deutschland)], 

2APPETTA (Antonio) [Foggia (Italia): ij.5.1875] [22.5.1904] [3 30J, dottore in 
Matematical [Via Le Orfane, 56 — Foggia (ItaliaJ], 

ZAREM^ (Stanislas) [Romanofika (Russie) : 3.10.1863] [23.3.1902] [308], docteur 
ts Sciences ma^^matiques ; membre de la Soci6t6 Math^matique de lOiarkofF; mem- 
bre de la Soci^6 Math^matique de France ; professeur de Math^matiques i TUniversit^ 
de Cracovie. [Rue Biskupia, $ — Cracovie (Galicie) (Autriche)], 

ZEUTHEN (Hieronymus Georg) [Grimstrup (Jylland) (Danmark) : 15.2. 1839] 
[22. 1. 1 905] [357], Dr. pmL (Copenhague) ; docteur (honoris causa) en Math^matique 
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I GRUPPI FINITI DI TRASFORMAZIONI LINEARI 
DELLO SPAZIO CHE CONTENGONO OMOLOGIE. 

Memoria di G. Bag n era, in Messina. 



Adunanza del la giugno 1904. 



Prefazione. 

Nella prefazione al niio lavoro intitolato « / Gruppi finiti reali di 
sostitu^iofii lineari quaiernarie » *) ho promesso di far conoscere tutti i 
gruppi finiti di trasformazioni lineari dello spazio che contengono omo- 
logie, ed io ben volentieri avrei voluto prima d'ora sciogliere la mia 
promessa. Se non che, la dimostrazione della non esistenza di taluni 
gruppi, mi ha fatto ritardare di molto la presente pubblicazione ; ad ogni 
modo, io mi trovo adesso in grado di esporre con pieno rigore i risul- 
uti della mia ricerca. 

Ho trovato soltanto 8 gruppi di quelli che io chiamo propri, ma 
fra questi nessuno ve n'6 che non fosse anche prima piii o meno co- 
nosciuto; cio mi fa fortemente dubitare se tutti i gruppi finiti di tra- 
sformazioni lineari dello spazio non si siano diggii, in svariate circo- 
stanze, da loro stessi presentati, e che ben magro premio spetti a chi 
potesse risolvere il difficile problema della loro classificazione generale. 
Nonostante ci6, questa classificazione non 6 meno desiderata ed io credo 
di avervi apportato col presente lavoro un buon contributo. 

I ragionamenti di cui mi sono avvalso sono di natura puramente 
geometrica : il metodo sintetico si presta assai bene in questo argomento 



*) Rendicond del Grcolo Matematico di Palermo, t. XV, anno 1901. 

RmU. Ore. MmUwi. FsUnm*, u XIX (1905). — Stampato il 15 diconbre 1904. 
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\ I. — I giu pp i finiti di trasformarioni Uneari 

della retta e del piano. 

. x-fr-Hv? ierro ?i5SJ.ri in riss^f^u x eru??: rnid di n^sfor- 
^.^^^. -■ .ir-^-r^ -----^ "C"^ w -e! r.ir.o, .on pjr*:hc :> ar?Li cose naove 
, ..-^ . o-j r-sT-Lirdo, nu rjr mcnce in h^e.o ul-.ie circosranze che 



1* 



J ■ ■ - . 



• • . .— -— >o r.r.iro i: n'-iro-nijziv.n: l.ncari della rerra puo essere : 

• > I -'- urro w05r.:^:o de^.- ?cL: operizijne idendca / che hscia 

. . . «. 

•> Ij^^ i:ru//o w-.cl:co (J,, i: -irado ': > i, che lascia bingolarmente 

-jLT.rar. due <».\: T---^* ^^--^ '^^ ^^*- / '• '*'^' gr^ppo- 

O r- >'rur».x^ d-.jdro ^: di grido 2-; che si ortiene aggiungendo 
: ... •- •". v^ ccl-co c? u::'o?e'az on;: di s;^:onv!o ordine che iie in- 

xccx • :vd. 

'^ L'n i:rur»:v> cen'aedrlco R . , oloedri:amente isomorfo al gruppo 

Ave iv: uu;::i-K':" pjri di 4 c::re. 

> I'n &:r;:.^:v o::acdr:co R.^. olocdricanicnre isomorfo al gruppo 
vt-ttKCiuo dclL' ivrmuraioni di 4 ci:re, 

ik'^ Uu j^Tuppi^ icosaedrico R^.. oloedricamente isomer to al gruppo 
Jkilv pcnnurarioni pari di 5 citre. 

»Vt i sruppi Ji^Jri Ql biso-^ia disdnguero il caso di w dispari da 
oo^lv^ Ji •« l^ri. Xel pr""^ ^-'-i^ C; ^-^ ^-^ ^'^ divisore d'indice 2 che 
J^^^^^i5ijHM)dcnlc gruppo ciclico i2,; le operazioni di secondo ordine 
* '^„^jli fra loro deiicro t?„, ma i poU di ognuna di taH operazioni 

aw^u* MWilK «<^* ^"^^ ^^^ "°" "^ pv^ssibile scambiare due siffatti 
!Sr MwJw«^* unVivrrazionc del -ruppo. Ncl secondo caso Ql ha tre 
JvlvNk^ J'uidK-c 2 dci quali uno c jj, e gli altri sono due gruppi diedri; 

>4vUi\MU d» secondo ordine non sono tutte simili dentro ()*, ma si 
^oliiiH^* W^ *l"* ^*'^*^* intransitive che appartengono rispcttivamente ai 
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due nienzionati divisori diedri, invece i poll di ogni operazione di se- 
condo ordine sono simili. 

Per ;* = 2 si ha il gruppo quadrinomio (Vierergruppe) 2* che fe 
pardcolarmence interessante. 

Quando si rappresentano le operazioni di Q\ con sostituzioni bi- 
narie unimodulari, I'operazione identica si presenta nuessariamente sotto 
i due aspetd : 



I 
o I 



— I o 
o — I 



e quindi Ql d soltanto meriedricamente isomorfo al corrispondente gruppo 
di sostituzioni binarie. 

Questa osservazione e da ripetersi per tutti i gruppi Q^ con n pari, 
perch^ essi contengono dei divisori del tipo Q^, 

Un gruppo tetraedrico R^^ ammette un solo divisore proprio inva- 
rianie che h un Ql ; i poli di una operazione di terzo ordine di R^^ non 
sono mai simili dentro R^^, come pure non sono simili una operazione 
di terzo ordine ed il suo quadrato. 

Un gruppo ottaedrico R ha due divisori propri invariant! che sono 
il gruppo R^^ in esso contenuto ed il relativo Q^. 

I poli delle operazioni di secondo ordine di questo Ql sono anche 
poli delle operazioni di quarto ordine di R^^, Tanto queste quanto quelle 
di terzo ordine sono simili dentro R^^ , come pure sono simili i due poli 
di ognuna di tali operazioni; le 6 operazioni di secondo ordine di R^ 
che stanno fuori del divisore invariante Qly sono anche simili fra loro 
ma si comportano in modo diverso di quelle appartenenti al divisore ora 
detto : due di queste 6 operazioni generano, o un gruppo diedro di 
grado 6, oppure un gruppo quadrinomio che contiene soltanto una delle 
operazioni di Ql. 

II gruppo R^^ h semplice, dot non ha divisori invarianri; le 15 
operazioni di secondo ordine e le 20 operazioni di terzo ordine sono 
simili dentro R^^y e simili sono anche i poli di ognuna di tali operazioni; 
i due poli ui ogni operazione di quinto ordine sono pure simili, ma 
dentro R^^ una qualsivoglia di queste operazioni non t mai simile al suo 
quadrato. Un gruppo R^^ contiene come divisori 6 gruppi Q?, 10 gruppi 
Q]> 5 grW 21 e 5 gruppi R^^. 

I gruppi i?,,, R^^y R^^ non sono mai oloedricamente isomorfi ai 
corrispondenti gruppi di sostituzioni binarie unimodulari, perchd essi con- 
tengono divisori del tipo Q^. 
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2. lo passo ora ai gruppi finid di trasformazioni lineari del piano. 
Quesd gruppi, facendo astrazione del gruppo idendco, si possono 

classificare come segue : 

I. Gruppi di grado « > i, che lasciano inalterato un punto e con- 
segiuntcmente una retta non passante per questo punto. 

n. Gruppi che permutano transidvamente i verdd di uno stesso 
triangolo. 

III. n gruppo della configurazione Hessiana r^,^ di C. Jordan *) 
ed i suoi sottogruppi r^^, r^^. 

IV. II gruppo Tj^^ di H. Valentiner **) ed i suoi sottogruppi r^^ . 

V. II gruppo Tj^g di F. Klein ***). 

I gruppi /, che sono quelli che lasciano inalterad un punto O ed 
una retta r, saranno qui genericamente rappresentad col simbolo (jOr). 
Un tale gruppo i, almeno meriedricamente, isomorfo al gruppo di tra- 
sformazioni lineari che si ha sopra b retta r; quando Tisomorfismo h 
meriedrico, alia idendtd sopra r corrisponde un gruppo cosdtuito dalle 
potenze di una omologia di centro ed asse r. 

Se il gruppo di trasformazioni che si ha sopra r conriene un j2* 
come divisore, Tisomorfismo h sempre mdri^rico, ed il gruppo (Or) con- 
dene certo un'omologia involutoria di centro 0. 

Ncl simbolo (jOr) scriver6 al posto del segno r uno dei segni: 

h Qny Qly ^ia> ^a4> ^60 

qualora m'interessi di mettere in evidenza il gruppo di trasforiftazioni 
lineari che si ha sopra r, e scriver6 0^ al posto di quando voglio 
mettere in evidenza I'ordine massimo v delle dette omologie di centro 0. 
Cosl il simbolo (O^R^^) rappresenta un gruppo di grado 24 che condene 
una omologia involutoria di centro e che trasforma i pund dell'asse 
f secondo un gruppo tetraedrico R^^. 

3. Un gruppo II, cio^ un gruppo che permuta transidvamente i 



*) Sur la ditermination its groupes d'ordre fini contenus dans Its groupis li- 
niaires, Atti della R. Accaderaia delle Sdenze di Napoli, s. I, v. VIII (1879). 

••) De enddige Transformations-Gruppers Theori, Kj6b. Skrift, s. VI, v. V 

(1889). 

***) Ueher Transformation siehenter Ordnung der ellipHscben FunctUnun^ Math^ 
matische Annalen, v. XIV (1878). 
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vertici di uno stesso iriangolo, pu6 permutare questi vertici soltanto cir- 
colarmente o far loro subire tutte le permutazioni possibili. 

Nel primo caso rappresento il gruppo col simbolo A^ e nel secondo 
caso col simbolo A^, essendo sempre n > i. 

Un gruppo A^ condene sempre un divisore invariante \ d'indice 
3 e di grado « > i che lascia singolarmente inalterati i vertici del cor- 
rispondente triangolo, e che perci6 d del tipo: 

dove t uno qualunque dei vertici del triangolo e v [jl = «. 

Non 6 per6 a credersi che il gruppo A^, che entra come divisore 
invariante in un gruppo A^, si possa scegliere ad arbitrio fra i gruppi 
finiti che lasciano fermi i vertici di un triangolo. 

Ecco la maniera di formare tutti i gruppi \ in discorso. 

Sia A|^ un gruppo qualsivoglia di grado m che lasci fermi i ver- 
tici di un triangolo, e si trasformi A^ con una operazione di terzo ordine 
che permuri questi vertici. Si hanno cosl tre gruppi: 

i quali in generale non coincidono; per6, siccome le operazioni di tutti 
questi gruppi sono due a due permutabili, esiste un gruppo finito A^ che 
contiene tutte e solo le operazioni dei detri tre gruppi. II gruppo A^, il 
cui grade n 6 sempre un multiplo di m, 6 contenuto come sottogruppo 
invariante m un A^ , perchfe esso viene evidentemente trasformato in s6 
da ogni operazione di terzo ordine che permuta i vertici del triangolo. 

I>ebbo s^nalare i gruppi A^ che si hanno in corrispondenza ai va- 
lori n = 3, 4. 

Per « = 3 si ha un gruppo Hessiano Aj che lascia nello stesso 
tempo inalterati i quattro triangoli dei flessi di una cubica, permutan- 
done soltanto drcolarmente i vertici; esso 6 di grado 9 ed 6 costituito 
dell'identiti e di 8 operazioni di terzo ordine permutabili due a due. 

II gruppo A| non 6 oloedricamente isomorfo al corrispondente 
gruppo di sostituzioni ternarie unimodulari, perch^ in questo Toperazione 
identica si presenta necessariamenie sotto i tre aspetti : 
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dove 8 denota una radice immaginaria cubica dell'uniti. 
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Per n = 4 si ha il gruppo A| di grado 12 che 6 il gnippo ktrae- 
drico del piano, oloedricamente isomer fo ad un gruppo di sosdtuzioni 
ternarie unimodulari ; esso lascia inalterato un solo triangolo ed t costi- 
tuito dairidentiti, di 3 omologie involutorie, che hanno per centri i 
vertici e per assi i lati del detto triangolo, e di 8 collineazioni del terzo 
ordine. 

4. Un gruppo A^ ha un solo divisore invariante d'indice 2 dd 
tipo A^ e tre divisori non invarianti d*indice 3, che sono del ripo (Oy Qp. 

Un siffatto gruppo possiede inoltre un divisore invariante \ d*in- 
dice 6 che lascia inalterati i singoli vertici del triangolo e che sta nel 
sottogruppo A^. 

Per costruire un gruppo A^ che sia divisore invariante di un AJ , si 
costruisca prima, ncl modo avanti esposto, un A^ di un A^, e si tra- 
sformi poi A^ con una opcrazione di secondo ordine che permuti due 
vertici del triangolo e lasci fcrmo il terzo. II gruppo A^, che contiene 
tutte e sole le operazioni di A^ e del suo trasformato ora detto, 6 evi- 
dentemente un divisore invariante di un Af. 

Per « = 3 si ha un gruppo Hessiano A^ che lascia inalterati nello 
stesso tempo i quattro triangoli dei flessi di una cubica, pemiutandone 
in tutti i modi i verrici. Esso t costituito dell'identiti, di 8 collineazioni 
di terzo ordine e di 9 omologie involutorie fra loro simili dentro il 
gruppo stesso. 

Per ;/ =^ 4 si ha il gruppo aJ, di grado 24, che 6 il gruppo ot- 
iatdrico dd piano ; esso lascia fermo un solo triangolo ed e oloedrica- 
mente isomorfo ad un gruppo di sostituzioni ternarie unimodulari. 

In generale osservo che Tisomorfismo ira un gruppo del tipo A^ o 
del tipo A^ ed il corrispondente gruppo di sostituzioni ternarie unimodu- 
lari non ^ mai oloedrico tutte le volte che n ^ un muldplo di 3, perch^ 
allora il gruppo di collineazioni che si considera contiene come divisore 
un gruppo A^; invece Tisomorlismo oloedrico puu scmpre stabilirsi quando 
n non ^ multiplo di 3. 

5. lo considero ora i gruppi III, cio6 r^^, r , r^^^. 

II gruppo Tj^ ha come divisore invariante un A^ e, oltre alle ope- 
razioni di questo divisore avanti specificate, contiene 18 collineazioni di 
quarto ordine i cui quadrati coincidono due a due con le 9 operazioni 
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di secondo ordine che stanno in A^. Ognuna delle menzionate opera- 
aoni di quarto ordine di V^^ scambia due stessi dei quattro triangoli che 
il divisore A^ lascia inaltcrati e contemporaneamentc scambia i rima- 
nenti due. 

n gruppo r„_j condene tre divisori del tipo F,^ che s'intersecano 
secondo un gruppo A^ ; all'infuori delle operazioni di questo divisore, due 
qualsivogliano gruppi T . non hanno altre operazioni in comune, e perci6 
le operazioni di V che stanno fuori del divisore invariante A^ sono 
3 X i8 = 54 collineazioni di quarto ordine. Mediante le operazioni di 
r^, i quattro triangoli dei flessi subiscono tutte le permutazioni del gruppo 
quadrinomio transitivo. 

D gruppo principale F^^g ha un solo divisore F^^, tre divisori del 
tipo Fj^ ed un solo divisore A^. I sottogruppi F^^ e A^ sono invarianti 
in F,jg, ma non sono tali i tre sottogruppi del tipo F^^; questi sono 
invece permutati soltanto circolarmente dal detto gruppo principale. 

Oltre alle operazioni di F„^ avanti dette, il gruppo F^,^ contienc 24 
omologic di terzo oraine, 48 collineazioni di terzo ordine e 72 coUinea- 
rioni di sesto ordine le quali hanno i quadrati coincidenti tre a tre con 
le 24 omologie di terzo ordine. 

Ciascuna di queste 24 -}- 48 -f- 72 = 144 operazioni lascia fermo 
uno dei triangoli dei flessi e permuta circolarmente gli altri tre ; segue 
che il gruppo F^^^ c meriedricaniente isomorfo al gruppo delle permu- 
tazioni pari di 4 cifre : alia permutazione identica corrisponde il divisore 
invariante A^. 

U gruppo F^^^ contiene inoltre 9 divisori del tipo (^O^R^^), uno per 
ogni centro di omologia involutoria, e 4 divisori del tipo A^ , uno per 
ogni criangolo dei flessi. 

I centri delle omologie del terzo ordine, che sono i vertici dei 
triangoli dei flessi, sono permutati transitivamente dal gruppo F^j^;infine 
questo gruppo, giacchi contiene divisori del tipo A' , non 6 oloedrica- 
mente isomorfo al corrispondente gruppo di sostituzioni ternarie unimo- 
dulah il quale fc invece del grado 3 X 216 = 648. 

6. Considero ora i gruppi F^^, F^^^ segnan IV. 

Ciascuno dei gruppi F^^ contenuti nel gruppo di H. Valentiner 
^j6o ^ ^^ gruppo icosaedrico del piano ed t isomorfo oloedricamente 
ad un gruppo di sostituzioni ternarie unimodulari. Esso contiene 6 gruppi 
(Uedri (0Q|), 10 gruppi diedri (Oj2|) ^ 5 gruppi tetraedrici piani Aj. 
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n gruppo principale r^^, studiato prima da A. Wiman *) e poi, 
molto piu profondamentey dal Prof. F. Gerbaldi **), e oloedricameiite 
isomorfo al gruppo delle permutazioiii pari di 6 cifre, e perci6 e un 
gruppo semplice. Esso condene 12 sottogruppi F^ che si dividono in 
due sestuple in corrispondenza alle due sestuple di coniche che F^^ lascia 
inalterate 

I gruppi F^ che appartengono ad una stessa sestupla subiscono tutte 
le permutazioni pari mediante le operazioni del gruppo principale, ma, 
dentro questo gruppo, le due sestuple non sono simili. 

n gruppo Fj^ contiene inoltre 30 gruppi ottaedrici piani A^ che a 
scindono in due classi di 15 gruppi ciascuna le quali non possono por- 
tarsi Tuna nell'altra mediante operazioni del gruppo principale F^^, e 
10 gruppi Hessiani F^^ che sono invece tutti simili fra loro. 

Le operazioni di F^^ sono, oltre dell'identiti : 45 omologie involu- 
torie, 80 collineazioni di terzo ordine, 90 coUmeazioni di quarto ordine 
e 144 collineazioni del quinto ordine. 

n gruppo Fj^ non 6 oloedricamente isomorfo al corrispondente 
gruppo di sostituzioni ternarie unimodulari, perchd contiene sottogruppi 
Fj^ e quindi sottogruppi Aj , di modo che il detto gruppo di sostituzioni 
t del grado 3 X 360 = 1080. 

7. Finalmente considero il gruppo V che ho denotato con F^^g. 
Questo gruppo, sfuggito, insieme al gruppo F^^^, alia classificazione di 
C. Jordan dei gruppi lineari d'ordine finito, fu poi trovato da F. Klein. 
Esso ^ un gruppo semplice, e come tale si era, anche prima che fosse 
conosciuto come gruppo di trasformazioni lineari del piano, presentato 
fra i gruppi modulari. 

II gruppo Fj^g contiene 8 divisori del npo A^ e 14 divisori ottaedrici 
piani A^; questi 14 gruppi ottaedrici si scindono in due classi di 7 gruppi 
ciascuna che non si possono portare Tuna nell'altra mediante operazioni 
di r,gg : i tre divisori quadrinomi contenuti in un gruppo ottaedrico di 
una delle dette classi, che non sono invarianti rispetto a questo gruppo, 
sono invece invarianti in tre diversi gruppi ottaedrici appartenenti all'al- 



*) Ueber eine einfache Gruppe von j6o ebenen Collituationen, Mathematische 
Annalen, v. XLVII (1896). 

••) Sul gruppo semplice di }6o collineazioni plane, Rendiconti del Circolo Ma- 
tematico di Palermo, t. XII (1898), t. XIII (1899) ^ t XIV (1900). 
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tra classe. H gruppo r^^g 6 costituito, oltre dell^identiti, di 21 omologie 
involutorie, 56 collineazioQi di terzo ordine, 42 di quarto e 48 di set- 
timo ordine. Le operazioni di secondo ordine, come pure quelle di terzo 
e di quarto, sono simili dentro il gruppo principale ; invece le operazioni 
del settimo ordine si sdndono in due classi intransitive di 24 operazioni 
ciascuna. 

Riguardo alia configurazione piana a cui il gruppo di luogo, a me 
inter essa osservare che non piCi di quattro centri delle 21 omologie in 
esso contenute si trovano sopra una stessa retta, e che non ^ possibile 
distribuire tutti i 21 centri sopra 6 rette concorrenti in un punto quale 
si voglia del piano. 

Giacchfe r^^g non contiene sottogruppi Hessiani A| , esso 6 oloedri- 
camente isomorfo ad un gruppo di sostituzioni ternarie unimodulari. 

8. Ogni gruppo che rientra nelle categorie I e 11 lo dird un gruppo 
improprio del piano, e chiamer6 invece gruppo proprio ogni gruppo che 
rientra nelle categorie HI, IV, V. 

Un gruppo improprio lasda fermo un punto ed una retta oppure 
trasforma in s^ un triangolo ; inoltre esistono di siffatti gruppi di grado 
co^ elevato quanto si vuole. 

I gruppi propri non lasciano fermo alcun punto del piano n6 tra- 
sformano in s^ alcun triangolo. 

Ad eccezione di r^^ e F^^g tutti gli altri contengono sottogruppi 
Hessiani A| ; nessuno contiene gruppi diedri (0 Ql) di grado maggiore 
di 10; soltanto 1\,^ contiene omologie di terzo ordine e sottogruppi del 
tipo iO,RJ. 

Si osservi finalmente che la massima potenza del numero primo 2 
che figura nei loro gradi 6 2' = 8. I sottogruppi di grado 8 contenuti 
in Tj^, Tj^g sono omograficamente eguali; ciascuno di essi 6 costituito 
dell*identiti, di 5 omologie involutorie e 2 collineazioni di quarto ordine. 
Invece quelli contenuti in T^,^, ed anche nel suo divisore invariante T , 
sono di natura ben diversa dei precedenti; ognuno di essi t costituito 
deU'identiti, di 6 collineazioni di quarto ordine ed una sola omologia 
involutoria. 



Mtmi, Ore Msint, FmUrm; X. XDC (190s). — Sumpato il 15 dicembre 1904. 
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§ II. •— I gruppi finiti impropri di trasformazioni lineari 

dello spazio. 

9. lo ho dimostrato altrove *) che un gruppo finite di collineazioni 
nello spazio, se lascia fermo un punto, lascia fernio anche un piano non 
passante per il punto, e, se lascia ferma una retta, lascia anche ferma 
una seconda retta sghemba con la prima. 

Considero ora: 

a) / gruppi che lasciano fermo un punto ed uno soUanto. 

^) / gruppi che lasciano inalterata una retta. 

Fra i gruppi che non lasciano fermi punti o rette considero: 

Y) / gruppi che trasformano in st una congruen'j^a lineare di rette 
permutandone gli assi. 

S) / gruppi che trasformano in st un tetraedro facendo subire ai 
suoi quattro vertici tutte le permuta:(ioni pari. 

Se & il punto e w 6 il piano, non passante per 0, che un gruppo 
a) lascia fermi, rappresento un tale gruppo col simbolo generico [Otz]. 
Un gruppo [Ow] 6, almeno meriedricamente, isomorfo al gruppo piano 
di trasformazioni lineari che si ha sopra tc ; ma, giacchi t per ipotesi 
il solo punto che [Otc] lascia fermo, il detto gruppo piano muove qual- 
sivoglia punto di tu, e perci6 6 o un gruppo proprio o un gruppo che 
permuta transitivamente i vertici di uno stesso triangolo. 

Quando Tisomorfismo tra il gruppo [Otc] ed il gruppo sopra il 
piano w t meriedrico, all'identiti in tz corrisponde il gruppo costituito 
dalle successive potenze di una omologia di centro e piano tc. Se il 
gruppo di trasformazioni che si ha in tc contiene come divisore un gruppo 
Hessiano A| I'isomorfismo t sempre meriedrico ed il gruppo [Otc] contiene 
certo una omologia di terzo ordine di centro 0. 

Nel simbolo [Otc], quando m'interessa di mettere in evidenza il 
gruppo di trasformazioni lineari che si ha sopra tc, scriver6 al posto del 
segno Tc il segno che serve a rappresentare il detto gruppo, e scriver6 
Oy al posto di quando voglio mettere in evidenza Tordine massimo 
V delle omologie di centro 0. 



♦) / gruppi di collinea:^ioni del nostra spazio e le rotaiioni dello spazio ellittico 
a cinque dimensioni. Rend, della R. Accademia delle Sdenze di Napoli, fasdcolo 7°, 
Luglio 1901. 
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Cosi il simbolo [O^F^^J rappresenta un gruppo di grado 

3 X 216 = 648 

che contiene una omologia di terzo ordine col centre in e che tra- 
sforma i punti del suo piano w secondo il gruppo Hessiano principale T^^^ . 
I gruppi dei dpi: 

[O^il [0^t] 

lasciano inalterato un tetraedro permutandone iniransiiivamente i verdd, 
e precisamente questi vertici subiscono le permutazioni di un gruppo 
dclico di terzo ordine, se si tratta del primo tipo, e le permutazioni di 
un gruppo diedro di grado 6 se si tratta del secondo dpo. 

10. Se r 6 una retta ed r' 6 una seconda retta, sghemba con la 
prima, che un gruppo ^) lascia ferme, il gruppo stesso sari rappresentato 
genericamente col simbolo [rr']. 

Un tale gruppo e isomorfo, almeno meriedricamente, a ciascuno dei 
due gruppi di trasformazioni lineari che si hanno sopra le due rette r, r\ 
Quando mi occorre di mettere in evidenza i detri due gruppi, scriver6 
invece di r, r ' i simboli corrispondenti ai gruppi stessi. Cosl il simbolo 
[i?, J /] rappresenta un gruppo [r r'] che trasforma i punti di r secondo un 
gruppo tetraedrico i?,, mentre lascia singolarmente fermi tutti i punti di r'. 

Qui osservo che, non essendo il gruppo R^^ oloedricamente isomorfo 
al corrispondente gruppo di sostituzioni binarie unimodulari, il quale & 
invece di grado 24, Tisomorfismo tra R^^ ed il gruppo [i?,^-^] ^ neces- 
sariamente meriedrico, e questo gruppo contiene certo una omografia 
rigata *) involutoria che ha per assi le rette r, r'. La medesima osser- 
vazione vale per tutti i gruppi [r r'] che anmiettono un divisore del tipo 

[q:/] odd tipo [q: (2,]. 

£ bene fare rilevare che un gruppo che 6, ad esempio, del tipo 
r^i2 ^i J ^^^ contiene necessariamente come divisore un gruppo del tipo 
[/?j^/J, perchd alia identiti sopra la retta r' corrisponde sopra r un 
gruppo che 6 sempre un divisore invariante di J?,^, e che perci6 pu6 
essere uno dei gruppi: 

Dunque si pu6 soltanto conchiudere che un gruppo [-K.^^iJ ^^^'' 



^ Chiamo rigata una omografia che ha due rette sghembe di pund uniti; questi 
soDO gli assi dell'omografia. 
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raette necessariamente un divisore di uno dei tre tipi: 

[III [QU} [R.J]' 

Nel primo di questi casi pu6 benissimo il gruppo [//] essere ilgruppo 
identico, ed allora [i?,,^,^] non contiene alcuna omografia rigata di assi 
r, r', ed 6 un gruppo tetraedrico dello spa^io costituito dell'identiti e di 
omografie rigate i cui assi si appoggiano alle rette r, r\ 

In generale siano », «' i gradi dd gruppi che si hanno sopra le 
due rette r, r' di un gruppo [rr']^ e si consider! il sottogruppo [rl] 
costituito di tutte le operazioni che producono ridentiti sopra la retta r'. 
Questo sottogruppo trasforma i punti di r secondo un divisore invariante 
d'indice v ^ n del primitivo gruppo di grado n che si aveva sopra r, di 

modo che il grado del detto sottogruppo t — jx, essendo p. Tordine 

massimo delle omografie rigate di assi r, r' contenute nel gruppo prin- 
cipale [rr']. 

Allora il grado di questo gruppo h : 

, n n' 

e quindi v ^ anche I'indice del sottogruppo invariante che produce I'iden- 
titi sopra la retta r. 

Volendo meglio precisare la natura del gruppo [rr'] potr6 mettere 
in evidenza i due interi v, p. ora definiti scrivendo [rr']»- 

Cosl il simbolo: 

rappresenta un gruppo di grado 384 che contiene una omografia rigata 
di quarto ordine di assi r, r' e sottogruppi invariant! [j2a'^]> U Q'xl ^'^' 
dice 6. Invece il simbolo : 

rappresenta un gruppo di grado 24 che 6 un gruppo ottaedrico dello spa^^io, 
costituito dell'identiti e di omografie rigate i cui assi si appoggiano tutti 
alle due rette r, r'. 
I gruppi dei tipi : 

[QnQJ> [QlQ^l [Q:QI] 

lasciano fermo un tetraedro ; i vertici di questo tetraedro possono subire, 
mediante le operazioni di uno di questi gruppi, solamente le permutazioni 
di un gruppo quadrinomio iniransilivo o di un suo sottogruppo, perchd 
i due vertici che stanno sopra r non vanno mai nei due vertici che 
stanno sopra r'. 
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Per un gruppo del primo tipo i vertici del tetraedro restano singo- 
larmente fermi, di modo che esso pu6 rappresentarsi in tre maniere 
come gruppo [rr'] scegliendo come rette r, r' le tre coppie di spigoli 
opposti del tetraedro. Per questa ragione preferisco di rappresentare un 
tale gruppo col simbolo 6^, essendo n il suo grado. 

ii! lo passo ora ad esaminare t gruppi y)- Rappresento un tale 
gruppo col simbolo generico {rr'|, dato che r ed r' siano gli assi della 
congruenza lineare di rette che il gruppo trasforma in s^. Intanto, giac- 
ch£ per ipotesi nessuno punto o retta esiste che siano lasciati fermi da 
tutte le operazioni di un sifiatto gruppo, gli assi della congruenza sono 
permutati da una, e quindi da meti, delle operazioni che esso contiene. 
Un gruppo {rr'l ammette dunque un sottogruppo invariante d'indice 2 
costituito di tutte le operazioni che lasciano ringolarmente fermi gli assi 
della congruenza, e che perci6 i del tipo [rr']. 

Ma, affinch^ un gruppo di questo tipo possa essere un divisore in- 
variante di un {rr'l, d necessario, se non sufficiente, che i due gruppi 
di trasformazioni lineari che si hanno sopra le rette r, r' siano simili, 
perch^ le rette stesse sono simili dentro \rr*\. 

Scriver6 qualche volta jrr'jf per significare che il menzionato divi- 
sore invariante d'indice 2 6 un [rr'jj. Cosl il simbolo: 

rappresenta un gruppo di grado 2 X 3S4 = 768, che contiene come 
divisore invariante d'indice 2 un gruppo del tipo [-Ra4''^24U ^vanti scritto. 
I gruppi del tipo : 

lasciano inalterato un tetraedro che ha per vertici i poli dei gruppi driedri 
Ql che si hanno sopra le rette r, r\ Questi vertici sono sempre per- 
mutati transitivamenU dalle operazioni di un siffatto gruppo, e precisa- 
mente possono subire tutte le permutazioni di un gruppo diedro di grado 
8 o di un suo sottogruppo di grado 4, il quale pu6 essere o ciclicd o 
quadrinomio. In quest'ultimo caso il gruppo lascia ferme almeno tre 
congruenze che hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti del te- 
traedro; per questa ragione preferisco di rappresentare un tale gruppo 
col simbolo S^ , essendo n il grado del sottogruppo invariante O, , d'in- 
dice 4, costituito di tutte le operazioni che lasciano fermo ciascuno dei 
vertid del tetraedro. 



M 



G. BA6NBRA. 



£ interessaine il gruppo OJ, di grado i6, che ha come sottogruppo 
H^ il gruppo quadrinoniio forniato dalla identiti e di tre omografie ri- 
gace invohitorie sopra le coppie di spigoli opposd del tetraedro. Questo 
gruppo, che sta a base delle coufigurazioni desniiche couDeDe, oltre del- 
ridcndtA, 15 omografie rigate involutorie due a due pennutabili; esso 
lascia inalcerad nello stesso tempo 15 tetraedri, di ciascuno dei quali 
permuu i vertici secondo il gruppo quadrinomio transidvOy e 15 con- 
gruence, c bscia ancora inalterad 6 complessi lineari e 10 quadriche. 
Un s.iiat:o gruppo Ji grado 16 non c, come si verifica subito assumendo 
uno Jci dctti utracJri per tetraedro di riferimento, oloedricamente iso- 
morfo al corri.sponJcnte gruppo di sosdtuzioni quatemarie unimodularL 
Questo c alnu'iio di grado doppio, perchi la collineazione idendca viene 
11CCCSS.U i.uucntc rapprescnuta dalle due sosdtuzioni : 



I 













— I 














I 













— I 














I 





9 








— I 














I 













— I 



1 2. I'in.ilnicnte considero i ^ruppi X). Essi, per definizione, trasfor- 
tnaiu) in sc un tetraedro I'acendo subire ai suoi verdci tutte le permu- 
ta/.ioni p.iri, e puo accaJere che i detti vertici subiscano soltanto queste 
pernuiM/.ioni o anche che siano permutad in tutd i modi possibili dalle 
oper.i/.ioni del gruppo. 

Nel prinio caso rapprcsento il gruppo col simbolo O" e nel secondo 
c.iso col .simbolo H^\ essendo n il grado del sottogruppo invariante che 
LimLi siiigolarniente fernii i vertici del tetraedro. 

( )iies!o sottogruppo invariante S^ non pu6 evidentemente scegliersi 
;iil ai biti io iVa i i^rupj)! che lasciano fermi i quattro verdci di un tetraedro. 
IVr co'.truire iiii H, che sia, ad esenipio, sottogruppo invariante d*indice 
I z ili iin ^l'» '^•***^'^ consiJerare un B^ a piaccre e trasformare poi questo 
H ioii o|)era/.i()ni conunuiue scelte tali pero che facciano subire ai vertici 

HI * 

ilcl !tiia«iiro tutie le pernuitazioni pari; si hanno cosi 12 gruppi trasfor- 
niaii ili ^ , in generale diversi, e il gruppo che condene tutte e sole le 
opcra/ioni di iiuesti gruppi trasformad soddisfa alia condizione richiesta. 
Per cscnipio, se si parte da un gruppo 6^, generate dalle succes- 
sive potcn/c di una collineazione del quinto ordine, si ottiene un grup- 
po H cosutuiio dciridcntiti e di tutte le possibili coUineazioni di quinto 
ordine' cbe Iwnno come tetraedro unito il tetraedro che si considera; 
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cod che il gruppo O,^^ i sempre lo stesso qualunque sia la collineazione 
generatrice di 65. E si potrebbe facibnente dimostrare in generale che 
se si parte da un qualsivoglia gruppo O , essendo p un numero primo 
impari, si arriva sempre ad uno stesso gruppo B.j che contiene, oltre 
ali*identiti, tutte e sole le coilineazioni di ordine p che hanno come te- 
traedro unito quelio che si considera. 

Un gruppo del tipo O*^ ammette come divisore invariante d'indice 2 
un gruppo del tipo O" ; tanto Tuno che Taltro di questi gruppi ammet- 
tono poi come divisore invariante un 6^ appartenente alia categoria dei 
gruppi y). 

13. Ofirono particolare interesse i gruppi 6" e O** che si hanno 
in corrispondenza ai valori 4, 8, 16, 32 dell'indice n; io mi limito qui 
a menzionare solo quelli di siflFatti gruppi che contengono omologie. 

Esiste un solo tipo di gruppi 6J\ di grado 4 X 24 = 96, che con- 
tiene omologie involutorie. Queste omologie sono in numero di 12 e si 
ripartiscono in tre quaterne in modo che le omologie di una stessa qua- 
tema hanno come centri e piani i vertici e le corrispondenti facce op- 
poste di uno stesso tetraedro. I tre tetraedri che cosl si hanno costi- 
tuiscono una terna desmica e sono permutati in tutti i modi da B^'* ; e- 
siste poi una seconda terna desmica di tetraedri tali che ciascuno di essi 
e bsciato fermo da tutte le operazioni del gruppo, mentre i suoi vertici 
subiscono tutte le permutazioni del gruppo simmetrico di 4 cifre. 

D gruppo B*'* ha un solo divisore d'indice due B", che 6 un gruppo 
di grado 48 che non contiene omologie, ed un solo divisore invariante 
di grado 16 che i il gruppo BJ descritto alia fine del n° 11. 

Esiste un solo tipo di gruppi Bg^, di grado 8 X 24 ^= 192, che 
contiene omologie involutorie. Questo gruppo possiede, come divisori 
invarianti, tre gruppi di grado 96 omograficamente ben diversi ; uno di 
questi e il gruppo B*^ avanti descritto, un altro 6 pure rappresentato 
dal simbolo B** ma non contiene omologie, ed il terzo h rappresentato 
dal simbolo B" e contiene soltanto 4 omologie. Tanto il gruppo prin- 
dpale BJ* che il suo divisore ora detto Bg^ lasciano inalterato un solo 
tetraedro; il corrispondente sottogruppo invariante Bg i costituito dell'i- 
dentiti, di 4 omologie involutorie, coi centri nei vertici del tetraedro, e 
di 3 omografie rigate involutorie aventi per assi le coppie di spigoli op- 
posti del tetraedro stesso. Finahnente Bj* e BJ^ ammettono un solo di- 
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visor e invariante OJ di grado 32 ed un solo divisore invariante BJ di 
grado 16 che i quello descritto alia fine del n^ 11. 

Si ha pure un solo gruppo 0|J, di grado 16 X H = 384, che con- 
dene omologie iiivolutorie. Esso ha lin solo divisore d'indice due rap- 
presentato dal simbolo S\l che non contiene omologie. Tanto il grup- 
po B]l che il suo divisore S\l poss^gono un solo divisore invariante 6J^ 
di grado 64 e due divisori invariann di grado 1 6 ; uno di questi d il 
gruppo 6J piu volte menzionato e I'altro 6 rappresentato dal simbolo 6,^. 
Quest'ultimo ^ costituito, oltre della identity, di 3 omografie rigate in- 
volutorie, i cui assi sono le coppie di spigoli opposti di un tetraedro, di 
12 omografie assiali *) di quarto ordine che hanno i poli nelle coppie di 
vertici del tetraedro stesso. 

n gruppo principale S^ contiene 24 omologie e 4 sottogruppi di 
grado 96 y del tipo O^ avanti descritto, che sono permutad transidvamente 
dalle operazioni del gruppo. 

Consider© finalmente il gruppo O^J, di grado 32 X 24 = 768, che 
contiene 28 omologie involutorie. Questo gruppo ha tre divisori d*indice 2 ; 
uno 6 rappresentato dal simbolo 6** e contiene sole 4 omologie, un al- 
tro 6 il gruppo S]l avanti descritto e contiene le rimanenti 24 omologie, 
il terzo h pure rappresentato dal simbolo 6*J ma non contiene omologie, 
ed 6 percio omograficamente ben diverso dal precedente : questi tre gruppi 
di grado 384 s'intersecano secondo un gruppo S[l di grado 192 che 6 
pure un divisore invariante di 6|^. 

II gruppo principale 0|^ ha un divisore invariante 6* di grado 128 
che apparrieae pure al sottogruppo 0|^ , ed ha un divisore invariante S]^ 
di grado 64 che appartiene indistintamente ai tre sottogruppi d'indice 
due del detto gruppo principale. Questo contiene ancora altri sottogruppi 
invarianti il cui grado & una potenza di 2 ; essi sono rappresentati dai 
simboli 6J , 0J , 0,^ , 0^^. Dei primi tre ho gii fatto avanti menzione ; 
in quanto al gruppo 0^^ , che contiene tutte le operazioni del gruppo 
principale che lasciano fermi i singoli vertici del tetraedro corrispondente, 
esso i cosrituito, oltre dell'identiti, di 3 omografie rigate involutorie, 4 
omologie involutorie, 1 2 omografie assiali di quarto ordine, 6 omografie 



*) Chiamo assiale una omografia che ha una retta di punti oniti e due altri punti 
unid isolati posti sopra una seconda retta sghemba con la prima. La retta di pund 
unid si dir4 asse ed i due pund unid isolad poli della omografia. 
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rigate di quarto ordine e 6 omografie di quarto ordine general!, do^ ad 
invarianti distind. 

-* I gruppi delle categorie a), p), y), S) considerati in questo paragrafo 
li dir6 gruppi impropri ; essi hanno in comune questo carattere do6 che 
esistono di siflFatti gruppi di grado cosi elevato quanto si vuole. Chia- 
mer6 invece gruppo propria ogni gruppo finito di collineazioni per cui 
oessun punto, congruenza o tetraedro esiste che venga trasformato in s6 
da tutte le operazioni del gruppo. 

Lo scopo del presente lavoro t la ricerca di tutti i gruppi propri 
di collineazioni nello spazio che contengono omologie. 

§111. — I gruppi di trasformazloni lineari dello spazio 
che contengono omologie di ordine v > 3. 

14. Sia G un gruppo finito di trasformazioni lineari dello spazio 
che contenga una omologia di centro O, e di ordine v > 3. 

D gruppo generate dalle potenze di questa omologia lasda ferma 
ogni retu uscente da 0, , sopra la quale genera un gruppo ciclico di 
ordine v che ha come poli il punto 0, ed il punto dove la retta che si 
considera taglia il piano dell'omologia. 

Siano i pund : 

0., 0,, ..., 0. 

tutd i trasformad, fra loro disrinti, del punto 0, mediante le operazioni 
di G, cosl che una qualsivoglia di queste operazioni non pu6 che per- 
mutare i pund 0. 

Se il numero ; di quesd pund non supera 4, il gruppo G ^ im- 
proprio, perchfe allora esiste evidentemente un punto, o una retta, o un 
tetraedro che G lascia fermo. 

Fatta questa osservazione, si supponga prima v > 5. 

Per breviti di linguaggio io denoto con lo stesso nome sia una 
omologia sia il centro dell'omologia stessa. 

Le due omologie 0, , 0, generano sopra la retta r ^ 0^0^ un 
gruppo finito di trasformazioni lineari, il quale, giacch^ condene due o- 
perazioni di ordine v > 5, 6 necessariamente ciclico. 

Dunque il punto 0, sta nel piano di 0, e redprocamente. 

Segue che tutti i pund 0, ad accezione di 0^ , stanno sopra il piano 
di 0, , e basta questo solo fatto per conchiudere che tutd i pund 0, 

Mmd, Cirt. MisUm. PmUrmc, u XIX (1905). — Sumpato il 16 dicembre 1904. 5 
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Ad tC€t7^n% di 0, i stando sopra il piano di 0, > ... etc. Dunque totd 
i punti diversi da 0, ed 0, giacciono sopra la retta r' intersezione 
dd pianl di 0, ed 0, , e finalmente i pund diversi da 0, , 0, , 0^ 
coinddono tutd col punto 0^ dove ii piano di 0^ taglia r'. 

Perci6, nella ipotesi di v >► 5, i punti non sono mai in numero 
tnaggiore di 4, e G d on grtippo improprio. 

15. Si supponga ora v = 4, 5. 

lo scarto d*ora in poi I'ipotesi die tutti i punti 0, diversi da O, 
stiano sopra il piano di 0, y percb6 in tale caso conchiuderei come pfi* 
ma j ^ 4. 

Sia dunque 0^ fuori del piano di 0,. 

Mora il gruppo generato da 0, , 0, sopra la retta r ^ O^ 0, , 
giacch^ contiene due operazioni di quarto ordine, se v = 4, o due ope- 
razioni di quinto ordine, se v = 5, sempre con poll disdnti, t necessa- 
riamente un gruppo ottaedrico R^^ o un gruppo icosaedrico R^; poi, 
siccome 0, ed 0^ lasciano fernii tutd i punti della retta r' dove si ta- 
gliano i loro piani, si ha nello spazio un gruppo del tipo [^^^Z] o del 
tipo [R^^I] che lasda fermo ogni piano passante per la retta r. 

Se non esistono altri pund airinfuori di quelli situad sopra r, 
il gruppo G non muove questa retta e perci6 ^ improprio ; anzi un 
gruppo del tipo [rr']. 

Sia dunque 0^ fuori di r e si consideri il piano <j ^r 0^ che ta- 
gli r' in 0\ 

Le tre omologie 0, , 0, , 0^ lasciano fermo <r, inoltre le prime 
due generano su questo piano un gruppo {0' r) che 6 del tipo (0' if ^) 
o dd tipo (O'R^J. 

Ma non esiste alcuno gruppo proprio del piano, n& alcuno gruppo 
improprio di quelli che permutano transitivamente i verrici di uno stesso 
triangolo, che contenga come sottogruppo un (0' R^^ od un {0* R^; 
dunque il gruppo piano generato da 0^, O^y 6 improprio ed appar- 
tiene necessariamente alia categoria dd gruppi che lasciano fermo un 
punto. E siccome 0' & Tunico punto del piano (x che il sottogruppo 
(0' r) generato da 0, ed 0, lascia fermo, il centro 0^ , che per ipotesi 
k fuori di r, deve coincidere con 0', ed appartiene perci6 alia retta r'. 

Segue che tutti i pund che non stanno sopra r stanno sopra r', 
e giacch^ r contiene piu di due di tali punti, si conchiude che ogni 
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operazione di G che muoye r sctmbia necessariamente r coo r\ » quindi 
G ^ un gruppo improprio del tipo \rr'\. 

La concbicisione di qu^to paragrafo i cbe : 

Tutti i gruppi finiii di irmforfna:^ioni Hniari dcllo spazio, cbc cpntfifh 
gono omologie di or dine maggion di 3, sono impropri. 

lo debbo ora passare alia ricerca dei gruppi G chie coot^ogoao o* 
mologie del ierxp ordioe* Conservando le stesse ootazioni, $i suppooga 
che i pund siaoo centri di si&tte omologie e cbe 0^ Qon giacda nd 
piano di O,. 

Alloia il gruppo generato dalle due omologie di terzo ordine 0, , 0^ 
produce sopra la retta r ^ 0^0^ un gruppo finito di trasformaziooi li- 
nearis il quale, giacch^ condeoe due operazioni del terzo ordine con poli 
disdnn, pud ^sere un gruppo tetraedrico R^^ oppure un gruppo icosae- 
drico R^9 ^ a gruppo G conucne un sottogruppo del tipo [-R,,/) o 
del dpo [Ji^ J\ Questa $ecooda ipotesi i da scartarsi, perch^ allora, ra^ 
gionando come precedentemeate, si conchiude cbe tutti i pund O che 
non stanno sopra r stanno s<^ra r\ e quindi che G £ un gruppo im* 
proprio. 

Resu dunque ad esamioare Tipotesi che il gruppo geo^rato da 0, « 0^ 
sia un [£,,1]; questo e$ame t cii) che vado a fare oel paragrafo ch^ 
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del terzo ordine. 

16. Si & visto uldmamente che, se esiste un gruppo propilo G che 
condene omolo^e del terzo ordine, esso condene certo come divisore 
un gruppo [J?,,/] generato da due siffatte omologie. 

n gruppo [R^^T] t (n^ 10) di grado 24 e le sue operazioni diverse 
dalla idendca sono : 8 omologie di terzo ordine, 8 omografie assiali di 
sesto ordine ma che producono operazioni dl terzo ordine sopra la retta r, 
6 omografie assiali di quarto ordine che producono operazioni di se- 
condo ordine sopra r, e finalmente una omograiia rigata inyolntoria che 
ha per asa le rette r, r\ 

lo scarto I'ipotesi che tutd i pund siano distribuid su queste due 
rette, perchfe allora G 6 improprio. 

Sia dunque 0^ non situato n& sopra r nd sopra r\ cosl che il piano 
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di O^ non pas&a (n** 9) ne per r' ni per r, e sia P U punto dove il 
pLino T ^ •' l)j aglii r'. 

Sopra il piaao t si hj iin gruppo del tipo (PR^^^t e questo lasda 
fern:o soluaro il poiK) P e aoa i conienuto come sottogruppo in nessim 
iTuppo in:prv??r:o d: quelli che permatano transirivamente i verrid di 
un aiingolo, cioc del dpi A^, A*; d'altni pane romologia O , che 
-iscu pure termo t, tcuove r e quindi P; dunque il gruppo generato 
d-i 0. , 0, • c^. so?ri il ptjno t e necessariameate proprio. 

NU tVjL i iirupL'i proprt del piaao imo solo ne esbte che condene 
omoloin J dtfl tirco ordine, cd e il gruppo T^^^ di Jordan ; dunque con 
quesro deve cobddere il ^uppo generato da 0, , 0^ , O sul piano <x. 

I::o'.:re, >i.\:on:e i sonogrjppi del ripo {PR^^) contenuti in T^^^ sono 
i:rup:-i ^P. /C ,^ d: grido 2^, segue che il gruppo principale G dello spa- 
r.o :^^n cc*:ice::c socxgrurpi (^.,/) che siano di grado maggiore di 24, 
a!:nri:c ■;: si ^vrcr>: sopra ir'.i i<si r, r' una omografia rigaca di ordine 
iv.ii;giore di 2 e >o?ra an r*.i::o coirc' 5 un gruppo (P, ij^ J con v > 2. 
Du::v:;:c >o:^ra *■ snr.r.o 4, c non piu. punri 0. 

11 *: -^ipi.v dc'..j <iur:v^ iieiienro da 0. , O,, O, 4 del dpo [O' r^^^], 
essendo i,^' I ?u:::v" dv^c :'. rur.o di 0. a^lii r' ; inoltre, siccome V ^ 
nv^;i olocdn*:.;:vc TJ i>or.:v"r:s? il corrispondeite gruppo di sosdtuzioni 
wriurie i: v.uivxiuLir:. v.^" i) =^i d^ -^ ^^ ^1 centro di una omologia di 
UTro ord::ie. 

nu::quc 4.^ wV:.r.e::e un gruppo i^i.^ F.^J di 5 X 216 = 648 ope- 
raiio::i che *..;sv*u::o :u::e ur.v.o :1 pun:o 0', e, se G e un gruppo pro- 
j^riv\ no:^. :^uO c^\ do:.:ro 0, rsiir.xcr;: tim.o per un numero maggiore 
di v^jvra^iv^-.'.i. ivrvi'.^^ :.i raie ^uso, non e:>:iendo F,.^ contenuto in nessun 
iiiuppv^ p:.i:io di szradv^ nugii.o:^:. dcve aumencire Tordine dell'omologia 
di ceiitro 0\ .1 che c da c:s:ludersx. 

17. i.*u^ jv<:v\ >c:rpro r.irl'/'.pv^Ksi chi G sii un gruppo proprio, 
csistc vCi"..iuWiKo ;::iViv:a/io:;c c>.c :v .lovo 0' e quindi t, e siccome dei 12 
punu i> vho SI :to\Ai:v> :n qucs:o puno non piu di 4 sono in linea retta, 
csuiie uu puim^ ( \ c sia c\ . diverso di 0' e tuori di 5. 

AUora ron\oloi:u c\. insieinc a quelb di cenffo 0', genera un 
gruppo [A\,iJ che trx^toaui i pund delLi re:a j> = O' O^ secondo le 
operazioni di un grupp^.^ cccracdrico e lascia singoLimience termi i pund 
di uaa retu $' giacentc in 7. H siccome il decto gruppo [i?,^/] condene 
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una omografia rigata involutoria che ha per assi s^ s\ conchiudo che il 
puDto P' dove 5 taglia a t uno dei centri delle operazioni di secondo 
ordine di r^,^ ed 6, dentro F^^^ simile ai punto P avanti definito. 

Ma di punti come P se ne hanno in <7 soltanto nove, e quindi si 
hanno nove, e non piCi, rette come s uscenti da 0\ Sopra ognuna di 
queste rette stanno 4 centri di omologie di terzo ordine simiii ad 0* e 
ad 0^ , sicchS 0* 6 ancora esso uno dei punti ; questi quattro centri 
sono tutti fuori di <r ma soltanto 3 sono diversi di 0\ Si hanno quindi 
3 X 9 =^ 27 -punti diversi di 0' e fuori di <r; bisogna ancora contare 
i 12 punti che stanno sopra a ed il punto 0* stesso, di modo che 
il numero totale dei punti ^ 40. 

Intanto ognuno di tali punti, come ho g\k osservato a proposito del 
punto (y^ ^ lasciato fermo da 648, e non piu, operazioni di G ; quindi 
G 6 un gruppo di grado 648 X 40 = 25920. 

D'altra parte 6 noto che aggiungendo ad un gruppo come [O^r^^^] 
una omologia di terzo ordine come 0^, cioi tale che, insieme ad 0', 
generi sopra la retta 0' 0^ = 0' P = r' un gruppo tetraedrico, si ha 
subito il gruppo semplice di 25920 collineazioni che dietro le indicazioni 
di Klein fu studiato da WrrriNG, e poi da Maschke, e Burkhardt *), 
e perci6 con questo coincide necessariamente il gruppo G. 

Dunque : 

Esisie un solo gruppo proprio di trasforma^ioni lineari dello spa^io che 
contiene omologie del ter^^o ordine, ed t un gruppo semplice di 25920 col- 
lineazjoni. 

Questo gruppo, come si sa, non contiene omologie involutorie, cosl 
che nessun gruppo proprio dello spazio esiste che contenga nello stesso 
tempo omologie di terzo e secondo ordine. 

18. n gruppo di 25920 collineazioni di cui si tratta contiene sotto- 
gruppi di grado i6 che sono del tipo 0J descritto alia fine del n° 11. 
e, come si h li osservato, un siffatto gruppo di grado 16 non ^ oloe- 
dricamente isomorfo al corrispondente gruppo di sostituzioni quaternarie 
unimodulari. 

Dunque il gruppo principale non pu6 essere oloedricamente isomorfo 



^ A. Witting, Inaugural-Dissertation, Dresden 1887. G. Maschke, Matbematische 
Annalen, v. XXXIII (1889). H. Burkhardt, Mathematische Annalen, v. XLI(i892). 
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ad un gruppo di sosdtuzioni quatemarie uniinodulari ; esso £, come d'al- 
tronde i noto, meriedricamence isomorfo ad un gruppo di sosdtuzioni 
di grado doppio. 

£ facile scrivere le operazioni generatrici di questo gruppo di sosd- 
tuzioni. 

Si prenda come tetraedro di riferimento uno dei tetraedri che & 
sostegno di un gruppo 0^^, di grado 648, contenuto nel gruppo prin- 
ctpale. Denotando con s una radice immaginaria cubica deil'uniti le due 
sosdtuzioni : 



(0 



^, = x, 



X. = tx. 



X. = ex. 



X. = ex 



X. = 



X. = 






X. = ex 



rappresentano la prima una omologia del terzo ordine e la seconda una 
oniografia rigata di terzo ordine ma che produce una omologia nel piano 
X = o. Queste omografie generano nel piano ora detto il gruppo r^,^ 
e nello spazio il gruppo [Oj r^, J, di grado 648, olotdricametiU isomorfo 
al corrispondente gruppo di sosdtuzioni. 

II gruppo A^ contenuto in r^,^ permuta in mtd i modi i vertici di 
B situad nel piano x = o e lascia fermo il rimanente verdce 0'; percid, 
se aggiungo alle (i) Toperazione involutoria: 



(2) 



X. = 



X = — X 



*5 = 



la quile scambia 0' con un altro verdce di e lascia fermi 1 rimanenti 
due, c chiaro che i verrici di subiscono tutte le permutazioni possibili 
e quindi, nel gruppo generate da (i) e (2), il tetraedro d sostegno 
di un gruppo 0|J. 

Le collineazioni rappresentate da (i) e (2) bastano a generaremtto 
il gruppo principale di grado 25920. 

Questo gruppo, come si sa, permuta in modo speciale 27 complessi 
lineari, precisamente nel modo come il gruppo di Galois, reladvo aUV^ 
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quazione da cui dipende la ricerca delle 27 rette di una superficie generate 
del terzo ordine, permuta le radici dell'equazione stessa. 

Gascuno dei 27 complessi ora detd ^ trasformato in s^ da un 
gruppo di grado 960; quesd gruppi sono i divisori di massimo grado 
contenud nel gruppo principale. 

§ V. — Gruppi proprli G che contengono omologie involutorie. 

19. Prima di passare alia ricerca dei gruppi finiti di trasformazione 
lineari dello spado che contengono omologie involutorie fe bene premettere 
alcune osservazioni che servono a restringere il campo delle ipotesi. 

Anzitutto osservo che il gruppo generato da tutte le omologie in- 
volutorie di G, simili o no dentro G, i cui centri cadono sopra una 
stessa retta r, produce su questa retta ua gruppo ciclico o diedro. 

Infatti, in caso contrario, giacch^ le operazioni di secondo ordine di 
un gruppo tetraedrico R^^ non possono generare il gruppo stesso, si ha 
sopra r un gruppo ottaedrico od icosacdrico generato da omologie invo- 
lutorie, e nello spazio un gruppo del tipo [i?,^/] o del tipo [R(,o^' 
Allora si consideri il piano a passante per r e per uno dei centri di 
omologie posn fuori di r, i quali centri necessariamente esistono quando 
G 6 un gruppo proprio. Questo centro coincide col punto 0' dove a 
taglia la retta r', dot la retta per cui passano i piani delle omologie che 
hanno i centri posti sopra r. Per rendersi ragione di ci6 basta ripetere 
Tosservazione fatta nel n** 15, cio6 che un gruppo piano 'del tipo (0' R^^) 
o del tipo (^0' R^) 6 contenuto come sottogruppo soltanto in gruppi 
degli stessi dpi. 

Dunque i centri di tutte le omologie contenute nel gruppo principale 
G sono distribuiri sopra le due rette r, r', e perciO G ^ un gruppo 
improprio, contrariamente al supposto. 

Neiripotesi dunque che sopra r cadano piu di due centri di omo- 
logie, sia [Qll] il gruppo che condene tutte queste omologie. Se P', 
P" sono i poli del gruppo ciclico Q^ che si ha sopra r, esiste nel gruppo 
[Qll] una operazione che scambia F con P", inoltre tutte le operazioni 
di questo gruppo lasciano singolarmente fermi i pund di r' e generano 
sopra un piano qualsivoglia passante per r un gruppo (P Ql)y essendo 
P il punto dove il piano ora detto taglia r'. 

lo mi propongo di dimostrare che, nclla ipotesi che G sia un gruppo 
proprio, non pud essere n ^ $. 
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Mi fondo sopra la seguente osservazdone che i del resto assai sem- 
plice. 

Se in uii piano si ha un gruppo improprio che soddisfi alle due 
condizioni : 

a) che trasformi in s6 un solo triangolo, 

b) che non sia contenuto come sottogruppo in un gruppo proprio 
del piano, 

allora, se nel detto piano cade il centro di una omologia involutoria, 
questo centro deve necessariamente cadere sopra uno dei lad del triangolo. 
Infatti un tale gruppo appartiene ad uno dei dpi : 

e giacchc, per la condiaone i), non pu6 estendersi in un gruppo proprio 
del piano, si estenderi in un gruppo appartenente agli stessi dpi oppure 
ad uno dei dpi : 

(PRJ, (PR,;), (PRJ. 
Nella prima ipotesi, il triangolo che il gruppo esteso lascia fermo, coin- 
cide necessariamente con I'unico triangolo lasciato fermo dal preesistente 
sottogruppo, cosi che la detta omologia, dovendo trasformare in sd questo 
triangolo, avrd il centro sopra uno dei suoi lad. 

Nella seconda ipotesi, il punto e la retu che il gruppo esteso lascia 
fermi, sono anche lasdad fermi dal detto sottogruppo, e giacchc questo 
soddisfa alia condizione a), il punto e la retta in discorso sono un verdce 
cd il la to opposto del triangolo corrispondente al sottogruppo stesso; 
cosl che il centro deU'omologia che ha generato il gruppo esteso cade 
nel detto verdce o sopra il detto lato. 

20. Ci6 posto, nella ipotesi di « > 5, il gruppo (P j20 ^^^ ^^ ^^ 
sopra un piano <r passante per r soddisfa alle condizioni a) e i), e quindi 
ogni centro di omologia che cade in a cade sopra uno dei lad del trian- 
golo PFF\ 

Dunque tutti i centri delle omologie di G che non cadono sopra la 
retta r ^ F P'' cadono sopra una retta come PP' o come PP"y ciofi 
sopra Tuno o I'altro dei due piani r' P\ r'P'\ 

E giacchc non possono tutd i centri ora detd essere distribuid sopra 
le due rette r, r' senza che G sia improprio, io suppongo che uno di 
tali centri cada, ad esempio, sopra la retta PP' in posizione diversa 
di P e di P'. AUora Tomologia scambia P con P' e lascia fermo il 
punto P'' ed anche il punto F" dove il suo piano cagUa r. 
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I quattro vertici del tetraedro B^PP'F'P'", ammettendo la traspo- 
siaone (P, P') ed anche, come ho gii osservato avanti, la trasposizione 
(P', P"), ammettono anche la permutazione ciclica di terzo ordine (P, 
P', P"), cosl che le tre facce di che escono da P'" sono simili e sopra 
ciascuna di esse si trova un gruppo del tipo (P'" Q^). Dunque, tutti i 
centri delle omologie di G che non stanno sopra lo spigolo r, dovendo 
appartenere alle due facce che passano per r', stanno sopra gli spigoli 
di 0, e cosi tutti i centri delle omologie di G, senza eccezione, stanno 
sopra i detti spigoli. 

Se tutti i centri ora detti stanno sopra la faccia <r^ PP'P", tranne, 
forse, uno solo coincidente con P'", il gruppo G non muove c e P'" 
e quindi i improprio. 

Sia dunque 0' un tale centro posto, ad esempio, sopra lo spigolo 
r' ^ F"P in posizione diversa di P e di P'". L*omologia 0', dovendo 
lasciare inalterati i due triangoli che stanno sopra le due facce che passano 
per r', scambia P con P'" e lascia fermi i vertici P', P". Allora i vertici 
di B, ammettendo la permutazione ciclica (P, P', P") e la trasposizione 
(P, P'"), subiscono tutte le permutazioni del gruppo simmetrico di 4 
cifre. Dunque il gruppo di grado minimo che contiene tutte le omologie 
di G ^ un gruppo del tipo S^J^ essendo m un multiplo di w, ed eviden- 
temente 6 il solo tetraedro che questo gruppo lascia inalterato. 

Siccome ogni operazione di G permuta soltanto le dette omologie 
fra lorOy essa deve lasciare inalterato 0, e quindi G d un gruppo im- 
proprio. 

21. lo debbo perci6 esaminare solamente le ipotesi w = 2, 3, 4, 5. 

Per « = 4, 5 la condizione a) i verificata ed 6 anche verificata la 
condizione b) quando si ha una omografia rigata avente per assi le rette 
r, r'; perch6 allora, in un piano a, si ha un gruppo (P^ Q^) o un gruppo 
(P^ Q^) coil V ^ 2, e nessuno di questi gruppi d contenuto come sotto- 
gruppo in un gruppo proprio del piano. 

Intanto, un gruppo [j24''^]> giacchS contiene divisori del tipo [l2a^]> 
contiene certamente (n° 10) una omografia rigata involutoria che ha per 
assi r, r', e quindi Tipotesi di « = 4 d da scartarsi. 

Per w = 5 bisogna soltanto ritenere i gruppi [2*/] = G^^ che 
siano di grado 10, perchfe i gruppi diedri (PQ]) di grado 10 che si 
hanno allora sopra ogni piano <7, sono contenuti come sottogruppi nel 
gruppo icosaedrico r^ del piano e nel gruppo di Valentiner r^^^, 

M mi . Gr€, iUUm, PMUrm; t. XDC (190$). ^Sumpato il 16 dicembre 1904. 4 
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Il'ghippo''Gj^' 6 generate da due ornfblogie'involtitorie b anfche da 
''uitao^ogtafia dsi^iale di qdihto ordine e da urla omologia invohitoria; 
'sopra'k'r^'r staftnfo sdltittito • ciriqtie fcientri di 'omologie che sbno si- 
^ tfJli fra loVo'attitro'G,;,. 

Qui 6 ifnportknte hotare che si' hanno due soha di omografie assiatli 
' di'qiiinto bWttie secdndo" che le* sostituzioni quihernarie unimbdulhri che 
'le ttppreseritano hanrio gli invarianti 

I, 1, e, ^e* 

oppure gli invarianti: 

e e I e^ 

essendo una radice primidva quinta deU'uniti. 

Quelle che entrano in G^^ sono della prima sorta, perchd una omo- 
grafia assiale della seconda sbrta non i cambiata nella sua inversa da una 
opera2done che ne scambia i poll, e quindi non pu6 generare un gruppo 
driedro. 

10 esamino ora Tipotesi di « = 3. Se esiste una omografia rigata 
sopra gli assi r, r', nel piano a si ha un gruppo (P^ 2*) con v ^ a, e 
sono allora soddisfatte entrambe le condizioni a), b). 

Dunque, per w=:3 bisogna ritenere soltanto i gruppi [(2*/] = G^ 
di grado 6, giacchd- per questi, i corrispondenn gruppi diedri (PQp 
sopra i piani cr^ non soddisfano a nessuna delle condizioni a), b). 

11 gruppo G^ pu6 essere generato da due omologie involutorie, op- 
pure da una omografia assiale del terzo ordine e da una omologia in- 
volutoria; sopra la retta r stanno soltanto tre centri di omologie che 
sono simili fra loro dentro G^. 



I • 



22. Q)nsidero (inalmente il caso di n = 2. In questo caso si ha un 
gruppo [Q*/] che conriene necessariamente una omografia rigata in vo- 
lutoria sopra gli assi r, r'; ma che pu6, in generale, contenere una omo- 
grafia rigata d'ordine pari v sopra questi assi. 

Se V = 2 si ha un gruppo [ (2, /] = Gg di grado 8 ; esso h costi- 
tuito, oltre dell'identiti, di 4 omologie involutorie i cui centri sono si- 
tuad sopra r, di due omografie assiali di quarto ordine i cui poli sono 
pure situati sopra r, e di una omografia rigata involutoria avente 
per assi le rette r, r'. II gruppo Gg pu6 essere generato da due omo- 
logie involutorie o anche da una omografia assiale di quarto ordine ed 
una omologia involutoria. Le 4 omologie di Gg possono risultare simili 
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dentro.il gruppp principale G ma nqn. lo spno^ d^X^tro il. spttogi^uppcj. 
Ggj rispetto a^ questo esse si scindono in due coppie .intransitive, cia^pur^a. 
costituita di due omologie tali che il centro dell'una sta nel piano c^^^jaltra^^ 
I ppU delle omograf^f a^siali. di qu^o o^dine^ cope . pure i 4ue, centri 
di pmologie di una ipedesima, coppia sono simiji dentro, Gg. 

Se V = 4 4 ha un gruppo [Qll],= G,^ di grado^ i6; e$;so,6 cp- 
sdtuito dell'identitiy di 6 omologie involutofi^, 4^ ^ omografie. as^iali^di. 
quarto ordii^e^ di 2. omografie rigatq, di quarto, ordine sopra ^U api r, 
r' ed una omografia rigata. involutoria sopfa.gli stessi.assi. II gruppo, G^ 
puo essere generate da tre omologie involutorie o.da due di siffatte Qipo- 
logie ed una, omografia rigata di quarto ordine ; sopra la r^tta r st^pno 
i centri delle 6 omologie, che sQno anche i poli delle 6 omografia ^siali. 
di quarto ordine. 

Quest! 6 centri si distri})fiiscono, rjispetto a G,^, ia tre cop.pie. ip.- 
transitive tali che i due centri appartieajenti ad una ^tessa coppia soao. 
scambiati. £ra lof;Q dal)e operazioni di G,^ • 

Faccip qui.un'osservazione analoga a quella del, n^ 21, cio^ che.^i^to^q. 
due spi;ta, di ompgra% assial^ dji, quarto or dine, omografipment^ distin^, 
secondo (;he gli invar iand 4^\\^, so^tkuzipni quaternai;ie qhe le rappresei^- 
tano sono: 

I, I,, \ -J 

oppure : 

yi, T), — T), i'T) 
essendo t), una radice primidva sedicesima dell'uniti. Quelle cbe entrano 
nei gruppi Gg, G,^, giacchfe producono operazioni di secondo ordine 
sopra la rctta che ne congiunge i poli, sono della prima sorta. 

23. Se V = 6 il gruppo [Qll] risulta di grado 24 e contiene omogra- 

fie rigate del sesto ordine, ma allora i facile dimostrare che il gruppo 

• ■ " "■"*<• 

principale G ^ necessariamente improprio. 

Infatti, piCi generalmente, siano r, r' gli assi di una omografia rigata 
S di ordine v > 5 contenuta in G. Se tutte le operazioni di G trasfor- 
mano in s6 la coppia di rette r, r' il gruppo G 6 improprio. Si supponga 
dunque che una qualche operazione di G porn la detta coppia in un'altra 
r, , r', , e si consideri Tomografia rigata S', trasformata di S, che ha per 
assi questa nuova coppia di rette. 

Non 6 possibile che le quatpro rette r, r'; r, , r/ siano sghembe a 
due a d^e, perch^ allora. sopra ogni retta che le tagli tutte, e che per 
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conseguenza ^ lasciata fertna da S ed S', si avrebbe un gruppo finito di 
trasformazioni lineari contenente due operazioni di ordine v > 5 con 
poli disdnti. 

E nemmeno puo la retta r coincidere ad esempio con r^ , perchfe 
allora il gruppo generato da 5 ed 5' iascia ferma la retta v ^ r, e quindi 
deve lasciare ferma (n** 9) una seconda retta sghemba con r ed r, , e ci6 
t impossibile a meno che non sia r* ^ r\. 

Si supponga dunque che r^ tagli ad esempio r in un punto. II gruppo 
generato da 5 ed 5' Iascia fermo questo punto e perci6 iascia anche 
fermo un piano non passante per esso; questo piano deve allora passare 
per le due rette r\ r[ le quali quindi si tagliano pure in un punto. Poi, 
giacchfe sopra la retta intersezione dei due piani rr^ ed r*r\^ che 6 an- 
che lasciata ferma da S ed S', non pu6 esistere un gruppo finito di tra- 
sformazioni lineari contenente due operazioni di ordine v > 5 con poli 
diversi, deve r tagliare r\ ed r' tagliare r,. 

Dunque le due coppie di rette r, r' ; r^ , r[ sono due coppie di spi- 
goli opposti di un tetraedro. Dunque se r^yV^h una terza coppia di rette 
che sia una trasformata delle prime due mediante operazioni di G, questa, 
dovendo appoggiarsi in modo analogo alle prime due coppie, costituiri 
la terza coppia di spigoli opposti dello stesso tetraedro. 

Cosl che tutte le operazioni di G permutano semplicemente i ver- 
tici di un tetraedro e quindi G 6 un gruppo improprio. 

I gruppi: 

<^6> <^8> ^,o> <^,6 

trovati in questo paragrafo li diro sottogruppi caratteristici del gruppo prin- 
cipale G ; essi, come in seguito si vedri, non sono contenuti contempo- 
raneamente in uno stesso gruppo proprio G, ma esistono gruppi pro- 
prii G che contengono uno o piu sottogruppi caratteristici di ogni tipo. 
Un soltogruppo caratteristico contiene tutte le omologie del gruppo prin- 
cipale i cui centri cadono sopra la corrispondente retta r che chiamer6 
sostegno del gruppo caratteristico stesso. 

§ VL — Gruppi G che contengono sottogruppi caratteristici G,^. 

24. Siano : 

(A', A"), (5', 5"), (C. C") 

le tre coppie di omologie del gruppo G^^ i cui sei centri sono situati 
sopra il suo sostegno r. In un piano a passante per r, che tagli r* in 
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un punto Ay si ha un gruppo (^A^ Q,), che contiene una omologia plana 
di quarto ordine di centro A ed asse r, prodotta da una omografia ri- 
gata di quarto ordine di G,^. Questo gruppo piano soddisfa alia con- 
dizione V) del n^ 19 ma non soddisfa alia condizione d)y perch^ esso la- 
scia fermi tre triangoli ciascuno dei quali ha un vertice in ^ ed i ri- 
manenti due vertice sono una delle tre coppie di pund che si hanno 
sopra r. 

II gruppo {^A^ J2a) pu6 dunque estendersi soltanto in un gruppo piano 
improprioy il quale, se muove Ay deve necessariamente trasformare in sh 
uno dei detti tre triangoli. 

Sia ora il centro di una omologia di G posto fuori di r e di r' 
e si consideri il piano fj^^r 0. Uomologia lascia fermo questo piano 
e muove il punto A ; quindi estende il gruppo (^A^ 2D ^^ ^^ gruppo 
che lasda fermo uno dei menzionati triangoli, ad esempio A A* A". 

Allora O cade, tanto per fissare le idee, sopra il lato A A' in po- 
stzione diversa di ^ e di A\ e Tomologia scambia quesd due verfici, 
kisciando fermo il terzo vertice A'* ed anche il punto A*" dove il suo 
piano taglia r\ 

I vertici del tetraedro % ^ AA' A" A'"y ammettendo le due tra- 
sposizioni {Ay A') ed (^A', A")y ammettono anche la permutazione ciclica 
del terzo ordine {AyA\A"\ e quindi le tre coppie di spigoli opposti 
di O sono, come r ed r', assi di omografie rigate di quarto ordine. 

Allora, come h facile vedere assumendo O per tetraedro di riferi- 
mento di un sistema di coordinate, si ha un gruppo O^, » generato dalle 
decte omografie, che lascia singolarmente fermi i vertici del detto tetrae- 
dro; esso t il gruppo specificato alia fine del n° 13. 

II gruppo , che si comporta egualmente rispetto alle facce di 0, 
produce sopra una di queste facce, ad esempio sopra <x, un gruppo piano 
A^^ ^ (^A^ Q^y e quindi il gruppo generato dalle operazioni di G,^ 
e dalla omologia 6 un gruppo [A'" \^^^y di grado 2X6X16=192, 
le cui operazioni sono tutte permutabili con Tomologia involutoria di 
centro A'" e piano <x. E, se G 6 un gruppo proprio, non pu6 Tomo- 
logia A'*' essere permutabile con un maggior numero di operazioni, perchd 
allora o aumenta I'ordine della omologia in A"'y il che t da escludersi, 
o aumenta il grado del gruppo che si ha sul piano a; ma in quest'ul- 
timo caso si avrebbe sopra uno, e perci6 sopra mtti, i lati del triangolo 
AA'A" un gruppo di grado maggiore di j2* e quindi un numero di omo- 
logie involutorie maggiore di quanto segna il gruppo caratteristico G,^. 
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Siccome sopra tutte le facce di B si hanno ora gruppi piani ct^^ 
socidisfano alle condizioni a) e ^) del n^ 19 noQ pu6 U.centro di una 
omologia di G cadere sopra una di quelle facce sep?^ cadf;re sopra iu)(> 
spigoio di B. Ma non possono tutti i centri delle omologie contenute, 
in G cadere sopra gli spigoli di O, perch^ allora, ragionandp come nel 
n° 20, conchiuderei che G lascia inalterato 8 e che perci6.e.uQ gruppo 
improprio. Esiste dunque un punto 0', centro di una omologia di, G, 
posto fuori di ogni spigoio, e percj6 di ogni faccia, di B. 

II piano g' = r 0' taglia r' in un punto 5, diverso da ^ ed A''\ 
c il punto 0' c per ipotesi fuori delle due rette BA',BA" giacenri sopra^ 
Ic facce di B che passano per r' ; dunque Cf cade ad esempio sopra la 
rctta BD' e Tomologia di centro 0' trasforma in sc il triangolo B B* J?"., 
Allora, se B*" c il punto dove la retta r' e tagliata dal piano di 0\ si. 
conchiude I'csistenza di un secondo tctraedro S-=^BB'B"B''' analogo a 0, 
L'oniologia involutoria che ha il centro in £, dovendo lasciare inal- 
tcrati i due triangoli che si hanno sopra le fa^ce di 6 ch^ passano per r\ 
produce sopra i vertici di 9 la trasposizionis {A^A'"), cost che questi. 
vertici subiscono tutte le permutazioni possibili, e perci6 r' d sostegno^. 
come r, di un gruppo caratteristico G\^ simile a G^^., 

Le tre coppie di omologie di G\^ sono A9A**' ; B^B"' ed una terza 
che denoto con C, C". Sopra le rette r^r' si appoggianp. due diverse 
coppie di assi di omografie rigate di quarto ordine^ una formata di due. 
spigoli opposti di H e Taltra di due spigoli opposti di 6' ; si ha. perci6 
un gruppo ottaodrico dello spazio che c del tipo [Z?,^ -Ra^]j^ , c questa 
contiene omografie rigate di terzo ordine i cui assi si appoggiano pure 
ad r, r\ Una di siifatte omografie di terzo ordine permuta circolarmente 
e nello stcsso tempo le tre coppie di centri di omologie involutorie che 
si hanno sopra r e quelli che si hanno sopra r', cosl che il tetraedro ft 
va in 0' e poi in un terzo tetraedro 9" ^ CC C C'\ 

2 J. Siccome sopra r' si trovano sei, e non piu, centri di omologie^ 
tutte le omologie contenute nel gruppo principale G hanno i centri di- 
stribuiti sopra sei piani che sono, ad esempio, quellj che projettano da r 
i sei centri di r' ; infatti si 6 visto che ognuno di tali centri p, che i^Qfl 
sta n6 sopra r n<i sopra r', appartiene ad un pianq come <r che 6 v^no 
dei sei menzionati piani. 

I quindici centri che si hanno, ad esempio sopra <r, a causa della 
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• presenza del gruppo A^^'nel piano ora detto, sono simili alle omologie 
di Gjg le quali sono poi simili fra lorp, potendosi le tre coppie di omo- 
logie di G,^ portare una nell'altra mediante una omografia rigata .di 
terzo ordine del gruppo principale G. 

Tutte le omologie contenute in G sono dunque simili dentro 11 
"jgtuppo stesso; di queste $e ne hanno 9 i cui centri stanno in un piano 
come G e fuori di r. Si hanno percio 9 X 6 ^=1 54 omologie i cui centri 
sono fuori di r; a (Jueste bisogna aggiungere le 6 omologie che hanno 
i ^ritri sopra r, e quindi il numero totale deUe omologie contenute in 
G i 60. 

Siccome ognuna di qu6ste omologie i permutabiie, come si i visto 
a proposito delPomologia di centro A*'\ con un sottognippo di 192 
coUineazioni, il grado del gruppo pfincipiile G 6 192 X ^o ^= 1^520. 

Q6 posto, assumendo come tetraedro di riferimento, io scrivo le 
equazioni di tre omografie rigate di quarto ordine aventi per rispetdvi 
assi le tre coppie di spigoli Opposd di ; esse sono : 



(0 




X. = — n X, 



x,= 



X, =-*)X, 



t 
*3 = 



— TIX, 

n'x, 

Tl'Xj 



X^ = -7,X^ 



• dove *i h una 'radice primitiva ottava dell'uniti. Queste omografie gene- 
rano, come ho detto avanti, il gruppo O . 

Trasformando G con una conveniente collineazione che lasci fermi 
i vertici'df 6, posso sopporre che i punti- 5', B"; B,- B'" , che sono i 
'Vettici dt d', abbiaoo ordinatamente le coordinate : 

(i, I, o, o), (i, — 1, 0, o); 
(o, 0,' I, i), (o, 0/ I,— i); 
' aUora ana Omografia rigata di quarto ordine sopra gli assi B' B, B" B'" 
si scrive : 



(2) 
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Le collineazioni rappresentate da (i) e (2) lasciano ferme le rette: 

X, = X, = O, Xj = X4 = o 

e generano uii gruppo: 

di grado 384. 

Si aggiunga ancora Tomologia involutoria che scambia A' con 
A lasciando fermi i vertid A"y A"\ 

Trasformando il gruppo G con una conveniente omografia rigata 
avente per assi le menzionate due rette, posso supporre che il centro 
di questa omologia abbia le coordinate: 

(i, o, — I, o), 
ed allora essa si scrive : 



(3) 



*! = *>*» 

< = »"< 



Dunque il gruppo G, o un suo trasformato, contiene le collineazioni 
(i), (2) e (3); ma questi generano il noto gruppo di grado 11520, 
scoperto da Klein *) e studiato da W. Reichardt **); quindi: 

Esiste un solo gruppo proprio di irasformai^oni lineari dello spaiioper 
cui vi sono rette che contcngotw ciascuna 6 centri di omohgic iuvoluiorie, 
esso t il noto gruppo di 11520 colliticaiioni. 

26. Questo gruppo, che £ il gruppo principale delle configurazioni 
desmiche, possiede un divisore invariante di grado 1 6 del tipo 0{ descritto 
nel n° 11. 

Per generare questo divisore basta aggiungere al gruppo di grado 
8 generato dai quadrati delle omografie rigate di quarto ordine (i) e (2), 
Tomografia rigata involutoria che si ottiene trasformando il quadrato 
di (2) con Tomologia (3). 

Ciascuno dei 1 5 tetraedri O che il divisore invariante 0{ lascia inal- 
terati ty dentro il gruppo principale, trasformato in sh da un sottogruppo 
B^\ di grado 768, e ciascuna delle 15 congruenze che B\ lascia ferme, 



*) Ueber eine gtonutrische Representation der Resolventen algebraischer Gleichungen, 
Mathematische Annalen, v. IV (1871). 

**) Ueber die Darsiellung der Kummer*schen Fldcbe durch hyperelliptische Functiomn, 
Nova Acta der k. Leop.-Carol. deutscheu Ak., v. L (1887). 
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come ad esempio quella che ha per assi le rette r, r', 6, dentro il gruppo 
principale trasformata in s6 da un sottogruppo [i^j^KJJ pure di gra- 
de 768. 

n detto gruppo principale fa subire ai 6 complessi lineari ksciati 
fernii da OJ tutte le permutazioni del gruppo simmetrico di 6 cifre, cosl 
che ciascuno di quesd complessi lineari viene trasformato in s^ da un 
sottogruppo di grado 1920. 

Ma non sono soltanto questi i divisori di grado 1920 che il gruppo 
principale contiene: si hanno anche 6 divisori del grado ora detto cia- 
scuno dei quali fa subire ai 6 complessi lineari le 120 permutazioni 
del gruppo di Serret. I divisori di quest'ultima categoria contengono 
omologie. 

Finalmente, le 10 quadriche lasciate ferme da OJ sono permutate 
transitivamente dal gruppo principale, e ciascuna di esse h quindi trasfor- 
mata in sc da un sottogruppo di grado 11 52. 

D detto gruppo principale, oltre ai sottogruppi G^^, contiene sot- 
togruppi Gg che entrano come divisori nd precedenti, ed anche sotto- 
gruppi caratteristici G^; ma non contiene sottogruppi caratteristici G^^. 

Osservo ancora che, quando si rappresentano le operazioni del grup- 
po in discorso mediante sostituzioni quaternarie unimodulari, quali sono 
le (i), (2) e (3), Toperazione identica viene necessariamente rappresentata 
da quattro sostituzioni diverse, e cio£: 



x[ — 
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«*. 
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x' — 
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perci6, il detto gruppo, ha una meriedria d'indice 4 col corrispondente 
gruppo di sostituzioni quaternarie unimodulari. Questa circostanza si ripete 
per tutti i gruppi che si incontreranno nel seguito del presente lavoro 
ed in generale per tutti i gruppi dello spazio che contengono omologie 
involutorie. 

S Vn.— Gruppi G che contengono sottogruppi caratteristici G,^ . 

27. Si consideri un piano <r che passi per il sostegno r di G,^ e 
per il centro di una omologia di G posto fuori di r ed r'. 

Rmd. Ore MmUm. Fmkrm; x, XIX (i905).^SumpAto il x6 dicembre 1904. 5 
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n gruppo piano che si ha sopra <r, generato da e da G,^, pu6 
essere proprio o improprio. 

Nel primo caso, giacchd esso contiene divisori diedri di grado lO, 
pu6 essere un F^ o un F^^. Ma non pu5 essere un F^^^ a meno che 
il gruppo G dello spazio sia improprio. 

Infatdy se 0' £ il punto dove il piano deU'omologia taglia r\ 
qaesta omologia e G,^ lasciano fernio 0' e perci6y neila presente ipotesi 
si ha uli gruppo [GT^^J. E siccome F^^^ conriene divisori Hessiani Aj, 
si ha certamente una omologia di terzo ordine col centro in G'. Allora 
G, contenendo omologie di terzo e secondo ordine, h improprio. 

Dunque, se il gruppo che si ha sopra <r h proprio, si deve ammet- 
tere che esso sia un gruppo icosaedrico F^, e in questo caso G contiene 
un sottogruppo [O'F^]. Allora, i vertici di ognuno dei triangoli uniti 
per i divisori quadrinomi di F^^ sono, come G, centri di omologie i cui 
piani passano per i lati opposti rispettivi e per 0'; sicch^ 0' d pure 
esso centro di una omologia involutoria. 

Nel secondo caso, cio^ quando il gruppo che si ha sopra <r t im- 
proprio, io dico che anche il gruppo G dello spazio & improprio. 

Infatti siano P', P", i poll del gruppo ciclico Q^ che si ha sopra 
r e P il punto dove <r taglia r\ II gruppo piano (P Q^) lascia fermo 
soltanto il punto P e trasforma in s6 solcanto il triangolo PF P". In- 
tanto P viene mosso da G, e quiudi nessun punto di <x resta fernio per 
il gruppo generato da G e {PQ^^; perci6, se questo gruppo e improprio, 
esso appardene necessariamente alia categoria di quelli che permutano 
transitivamente i vertici di un triangolo, e questo triangolo i PP*P'\ 
perch6 h il solo che venga trasformato in s^ dal sottogruppo (P ^25)- H 
punto G cade quindi sopra uno dei due lati PP\ PP*\ ad esempio 
sopra il primo, e Tomologia G scambia allora P con P' e lascia fermi 
P" ed G'; sicch^ nel piano <7 si ha un gruppo \\ e nello spazio un 
gruppo [O'A*,]. 

Questo gruppo contiene un divisore invariante ^ che lascia singo- 
larmente fermi i vertici del tedraedro O ^ 0' PP' P'\ e questo divisore 
produce sopra ogni faccia di O gruppi piani che soddisfano alle condizioni 
a) e b) del § V, sicch^ non pu6 il centro di una omologia di G cadere 
sopra una di queste facce, senza cadere sopra uno degli spigoli di 6. 
Ma se tutti i centri delle omologie contenute in G cadono sopra gli 
spigoli di 6y il gruppo G lascia inalterato 6 e perci6 h improprio. Si 
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ammetta dunque, se b possibile, Tesistenza di un tale centro 0^ posto 
fuori di ogni spigolo e quindi di ogni faccia di 6, e si consideri il piano 
a^ ^ Oj che tagli r' in un punto P, . Non potendo 0, cadere sopra 
una dclle rette P^P'y P^P'\ perch^ quesri sunno sopra le facce r'P'f 
r'P" di O, il gruppo cbe si ha sopra <r,, generato da ^G,^ ed 0, , 4 
proprio, e quindi 4 un T^^. AUora, come ho gii osservato, si ha una 
omologia involutoria col centro nel punto 0[y dove il piano della otno*' 
logia 0^ tsiglia r'. 

L'omologia (7, scambia i vertici P, 0' di O e lascia inalterati i vertid 
P', P"; sicchi, i vertici di O, ammettendo la trasposizione (P, 0') e la 
permutazione dclica di terzo ordine (P, P', P"), subiscono tutte le per- 
mutazioni del gruppo simmetrico di 4 cifre, e si ha quindi (n^ 12) un 
gruppo OJJ . n corrispondente sottogruppo invariante 0,^^ contiene, come 
subito si vede assumendo O a tetraedro di riferimento di un sistema di 
coordinate e come si 4 detto nel citato n^ 12, omografie rigate di quinto 
ordine sopra tutce le coppie di spigoli opposti di O; sicchd, sopra ogni 
piano passante per r, e perci6 sopra a^, si ha una omologia piatia di 
quinto ordine di centro P, e asse r. Ma il gruppo icosaedrico T^^ che 
si ha sopra <t^ noa comporta una estensione con una sif&tta omologia, 
e quindi non pu6 ammettersi Tesistenza di 0,. 

Dunque i centri delle omologie dt G cadono tutti sopra gh spigoli 
di 6, e perci6 G 6 un gruppo improprio. 

28. Dai ragionamenti fatti nel presente paragrafo risuka che ua 
gruppo proprio G, che contiene sottc^ruppi caratteristici G,^, ammette 
sottogruppi [O'^r^ di grado 120, e che G.^, insieme ad una omologia 
il cui centro sia fuori di r ed r\ genera sempre uno di questi sot- 
togruppi. 

lo parto dunque da un gruppo [O^F^J, e comindo col dimostrare 
che Tomologia involutoria di centro 0' 4 simile, dentro G, a quelle che 
hanno i centri sopra il piano a di F^^. 

Infatci sia 0" un trasformato di 0' posto fuori di <r; si pu6 anche 
sapporre che 0" sda fuori di r', altrimenti si sceglieri un'altra delle sd 
rette come r' che passano per 0*; allora sopra il piano q' ^r 0" si ha. 
un gruppo icosaedrico e quindi 0'\ che 4 per ipotesi sinoile ad 0\ i 
anche simile ai dnque centri di omologie che stanno sopra la retta r di a. 

Segve che pet O' passano rette come r, sostegm di altrettami so^ 
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togruppi caratteristici G,^. lo cerco quante di siflFatte rette passano per 
0\ n piano che condene due di queste rette i lasciato fermo dai due 
corrispondenti sottogruppi caratteristici G^^ i quali generano evidentemente 
sul piano che si considera un gruppo proprio, e questo, per le ragioni 
dette avand, ^ un F^^ . AUora il detto piano 6 quello di un'omologia che 
ha il centro in a, e perci6 si hanno 15 di tali piani passand per 0' che 
sono i trasformari di uno di essi mediante le operazioni di [O^T^. E 
siccome non piCi di due sostegni di gruppi G,^, uscend da 0', possono 
stare in un medesimo piano, il che risulta dalla ben nota configurazione 
di r^o, si conchiude che i detd sostegni sono in numero di 6. 

Segue che questi 6 sost^ni di gruppi G,^, uscend da O', sono 
appunto i trasformati di r' mediante le operazioni del gruppo [O^T^J, 
perch^ non esiste altra sestupla di rette che venga trasformata in se 
stessa dal detto gruppo. 

Dunque sopra r' stanno cinque centri di omologie uno dei quali i 
0\ e per r passano cinque piani simili a <r. Dico che su quesd cinque 
piani stanno i centri di tutte le omologie di G ad eccezione di quelli 
situad sopra r', 

Infatd sia, se 4 possibile, 0, un tale centro posto fuori di r' e dei 
detd cinque piani. Sopra il piano <j, ^ r 0, si ha allora un gruppo T^ 
generato da G,^ ed 0, , e nel punto 0\ dove il piano dell*omologia O, 
taglia r' si ha il centro di una nuova omologia involutoria il cui piano 
h a^i cib h assurdo, perch^ sopra r* non si possono avere pi£i di 5 centri 
di si£fatte omologie. 

Dopo ci6 h facile contare quante omologie condene il gruppo prin- 
cipale G. Sopra un piano come (x si hanno 10 centri di omologie posd 
fuori di r, e quindi il numero delle omologie di G, eccettuate quelle 
che hanno i centri sopra r ed r', 6 5 X 10 = 50; a queste bisogna 
ancora aggiungere le 10 omologie che hanno i centri sopra le menzionate 
due rette, e perci6 G condene in tutto 60 omologie. 

Queste 60 omologie sono tutte simili fra loro dentro G, perchd 
quelle che hanno i centri sopra i cinque piani come <7 sono simili alle 
cinque omologie del gruppo G,^ avente per sostegno r, e quelle che 
hanno i centri sopra r' sono simili ad 0' e perci6, come si h visto, simili 
alle precedend. 

Intanto ciascuna delle 60 omologie di G, come ad esempio 0\ h 
permutabile con un gruppo \0\ F^] di grado 1 20, e non pu6 essere per- 
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mutabile con un gruppo di grado maggiore senza che aumend Tordine 
deiromologia in 0' o che si abbia sopra d un gruppo F^^; ma si h 
visto che nessuna di queste ipotesi ^ ammissibile tucte le volte che G i 
un gruppo proprio. 

Dunque ii grado di G risulta 120 X 60 = 7200. 

D*altra parte, se aggiungo al gruppo [O'^F^J una omografia assiale 
di quinto ordine avente i poli situati sopra r' in modo da separare ar- 
monicamente i punti 0', P, precisamente una di quelle che, insieme ad 
O', genera il gruppo diedro G[^ avente per sostegno r', ottengo appunto 
il gruppo di grado 7200 da me studiato nel lavoro « / Gruppi finiti reali 
di sostituTiioni lineari quaternarie » *) e li denotato col simbolo G ^^ , il 
quale lasda inalterata una quadrica; dunque con questo gruppo deve ne- 
cessariamente coincidere Tattuale gruppo G. 

La conchiusione di questo paragrafo ^ che: 

Esisie un solo gruppo proprio di trasforma^^ioni lineari dello spa^io per 
cut vi sono rette che coniengono ciascuna j centri di omolqgie involutorie; 
esse t un gruppo di grado 7200 che trasforma in st una quadrica. 

29. n gruppo in discorso contiene omografie rigate di quinto e 
terzo ordine i cui assi appartengono tutti alia detta quadrica : due omo- 
grafie rigate di quinto ordine i cui assi non si tagliano, e che perci6 
appartengono ad un medesimo sistema di generatrici della quadrica, ge- 
nerano un gruppo icosaedrico dello spazio del tipo: 

che kscia singolarmente ferme le generatrici delFaltro sistema. Qualsi- 
voglia omologia del gruppo principale scambia i due sistemi di genera- 
trici, e perci6 porta il detto gruppo icosaedrico in un secondo gruppo 
icosaedrico simile che muove le generatrici lasciate ferme dal primo. 

Ogni operazione di uno di questi gruppi icosaedrici h quindi per- 
mutabile con tutte le operazioni dell'altro, ed i 60 X 60 prodotti che si 
ottengono componendo in tutti i modi le loro operazioni costituiscono 
un gruppo di grado 3600 del quale i gruppi icosaedrici in discorso sono 
divisor! invarianti e che h a sua volta divisore invariante d'indice due 
del gruppo principale. Questo gruppo contiene altri due tipi di gruppi 
icosaedrici omograficamente diversi. Uno di questi tipi t quello contenuto 
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goli AA'A"y AB'B" 6 triangolo base di un gruppo ottaedrico A^ con- 
tenuto in r,^g e i suoi verdci sono permutad transidvamence da questo 
gruppo. Si conclude che A, e per conseguenza anche A'", sono centri di 
omologie involutorie. 

Nella seconda ipotesi, cioJ quando il gruppo generato da Gg ed O* 
sopra <r' 6 improprio, siccome 0' muove Ay che i il solo punto fermo 
per il menzionaco gruppo piano di grado 8, si ha in <r' un gruppo che 
permuta transitivaniente i verdci di un triangolo. 

Questo triangolo 6 necessariamente uno dei tre che il detto gruppo 
di grado 8 lascia inalterad; ma non i AF P'\ perchi il punto 0', che 
ho supposto fuori di tutte e perci6 delle due faccie r' P\ r' P" di 0, 
non cade sopra nessuna delle due rette AP\ AP'*\ esso triangolo sari 
quindi, per esempio, AAA", Allora 0' cade, tanto per fissare le idee, 
sopra il lato AA\ e Tomologia 0' scambia A con A' lasciando fermi 
A" ed A'*\ Dunque nel piano <j' si ha ungruppo ottaedrico avente per 
base il triangolo AA' A*\ ed il verdce Ay come pure il punto A"\ sono 
centri di omologie involutorie. 

L*omologia A permuta i verdci P, P'" di e lascia inalterad i 
verdci P', P", cosl che i verdci del tetraedro subiscono tutte le per- 
mutazioni possibili, e G condene un sottogruppo 0^^, precisamente quelle 
descritto nel n° 13. Dunque r' d, come r, sostegno di un gruppo carat- 
terisdco Gg , e sopra r' stanno 4, e non piCi, centri di omologie che si 
scindono in due coppie; una di queste coppie h {A^ A") e I'altra la 
denoto con (5, 5'")- 

Considero ora i 6 piani che projettano da r i 6 pund: 
(1) (P, F"), (A, A'"), {B, B'") 

situad sopra r' ; dico che sopra quesd piani stanno, senza eccezione, tutd 
i centri delle omologie di G. 

Infatd sia, se ^ possibile, 0. un tale centro posto fuori di ciascuno 
dei detd piani e perci6 fuori di r ed r\ 

n punto 0, non pu6 cadere sopra una delle due facce r' P', r' P" 
di 0, perch^ allora esso dovrebbe cadere sopra uno spigolo di e quindi 
sopra uno dei due piani rP^ rF'\ 

Allora, ragionando sopra 0, come si 6 avand ragionato a proposito 
del punto 0', si conchiude che, in ogni caso, il punto dove il piano 
(Tj ^ r 0, taglia r' 6 centro di una omologia involutoria. Questo centro 
t necessariamente uno dei quattro centri situad sopra r', e quindi <7^ coin- 
cide con uno d^li uldmi 4 dei 6 piani in discorso. 



I GRUPPI FINin DI TRASFORMAZIONI LINEARI DELLO 8PAZIO, ETC. 4I 

Riepilogando : nel primo del casi considerati in principio di questo 
paragrafo, tutte le omologie di G hanno i centri discribuid precisamente 
sopra sei piani passand per ii sost^;no r di uno dei sottogruppi carat- 
terisud Gg ; la retta r' associata ad r ^ pure soscegno di un sottogruppo 
caratterisdco Gg e sopra essa stanao tre coppie di pund (i) simili alle 
coppie di pund che stanno sopra r. I detd sei piani di r passano per le 
coppie (i) : quelli che passano per i pund della prima coppia sono simili, 
perch6 sono portad Tuno nell'altro, ad esempio, dall'omologia A^ e quelli 
che passano per i pund delle rimanend due coppie sono tutd e quattro 
simili fra loro, perche quesce due coppie sono portate I'una nell'altra 
per mezzo di una delle omografie assiali di O,^ che producono opera- 
zione di quarto ordine sopra r\ 

31. lo passo ora a considerare il secondo dei mensdonad casi, cio^ 
quando sopra nessuno dei due piani r'P'y r'P" cadono centri di omo- 
logie ail'infuori di quelli che potrebbero trovarsi sopra la retta r'. 

Sia O' il centro di una omologia di G posto fiiori di r ed r' e 
siano, come prima, A*" ed A i pund dove la retta r' viene tagliata dal 
piano di 0' e dal piano d' ^ r 0\ Se il gruppo che Gg ed 0* gene- 
rano sopra a' h proprio, esso 6, come si 6 visto avanti, un F^^g ed A^ 
A'* sono centri di omologie involutorie, e se invece il detto gruppo 
piano k improprio, esso h uno di quelli che permutano transidvamente 
i verrici di uno dei tre triangoli che si ottengono projettando da A le 
tre coppie di pund che stanno sopra r. Ma, in quest'ultima ipotesi, giac- 
ch6 0' non cade sopra nessuna delle rette AP\ AP", perchfi queste 
appanengono ai piani r' P\ r' F\ il triangolo che viene trasformato in 
s6 dal gruppo improprio in discorso 6, ad esempio, A A' A''; perci6 A 
cd anche A''' sono centri di omologie involutorie e si ha sopra <x' un 
gruppo ottaedrico A^. 

Dunque, in ogni caso, sotto I'ipotesi 2), un piano d' che passa per 
r e per un centro di omologia 0' posto fuori di r, taglia la retta r' in 
un punto A che ^ centro di una omologia involutoria, ed t pure un 
tale centro il punto A'" dove il piano di 0' taglia la retta stessa. 

Ora non tutd i trasformad del centro ^'" mediante le operazioni 
di G possono stare sopra r', a meno che G sia un gruppo improprio, 
c quindi non tutd i corrispondenti piani <x' passano per r. Sia dunque <r, 
an tale piano non passante per r ; sopra esso sta, come in 9', un gruppo 

MmU. Grt, hUUm, F^Urmo, t. XIX (1905). — StampAto il 16 dicembre 1904. 6 
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r,^3 o un gnippo \\. n piano <r, taglia i due piani rA, rA'" secondo 
due recte e six queste non possono essere distribuid tutti i 21 centri di 
1^168 ^^ ^ 9 <^^Qtri di A^ giacenti in <r, ; resta dunque dimostrata Tesi- 
stenza di un centro di omoiogia 0" posto fuori dei due ora detd piani 
passand per r. Aliora il piano di 0" ed il piano <r" ^^rO" tagliano 
r' in due pund 5'", B che sono pure centri di omologie involutorie. 

Dunque sopra la retta r' stanno 4 centri di omologie : 

(A, A'"), (S, B'") 
e queste omologie generano necessariamente un gruppo caratterisdco Gg 
che ha come sostegno la retta stessa, perch^ r ed r' sono assi di una 
omografia rigata involutoria (n^ 22). 

Segue che i piani come (j'y che passano per r e contengono centri 
di omologie del gruppo principale G posd fuori di r, sono in numero 
di 4, precisamente quelli che projettano da r i detd quattro centri di r'; 
quindi tutd i centri delle omologie di Gy senza eccezione, stanno sopra 
quesd quattro piani. 

G6 premessOy i facile dimostrare che, tan to nel caso i) che nel 
caso 2), non k possibile che si abbia sopra un piano <r' passante per r 
un gruppo proprio r,^^, a meno che G sia improprio. 

Infatd sia (s^ un trasformato del piano a' che non passi per r. So- 
pra <Xj si ha per ipotesi, come in <x', un gruppo l^^g che condene 21 
centri di omologie involutorie. E siccome tutd i centri delle omologie 
del gruppo principale G sono distribuid sopra 604 piani passand per 
r, secondo che si verifica il caso i) o il caso 2), quelli che cadono so- 
pra <7j sono, in pardcolare, distribuid sopra 604 rette uscend da un 
punto, che t il punto dove <x, taglia r. Ci6 t assurdo, perche, come ho 
osservato alia fine del § I, la configurazione del gruppo T^^g non com- 
porta tali distribuzioni delle sue 21 omologie. 

32. Ora passo alia enumerazione delle omologie contenute in G 
tenendo sempre disdnd i casi 1) e 2). Mi metto prima nel caso i). 

Sopra il piano a ^rP si ha un gruppo A^^ che condene 1 2 centri 
di omologie, 4 sopra ogni lato del triangolo PP*P'\ E non possono 
cadere in <7 un maggior numero di tali centri, perche ogni centro che 
cade in <7, come ho gii osservato, cade necessariamente in uno dei lari 
del detto triangolo, e non pu6 aversi sopra uno di quesd lad un nu- 
mero di centri maggiore di quanto segna il corrispondente gruppo ca- 
ratterisdco G, . 
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Dei 12 centri che cadono sopra a soltanto 8 sono fuori di r; al- 
trcttanti se ne hanno sul piano rP'*' simile a <x, e perci6 si hanno 
2X8 = 16 centri fuori di r appartenenti ai detti due piani. 

Sopra il piano ^' ^rA si ha un gruppo ottaedrico A^ che condene 
9 centri di omologie involutorie; 3 nei vertici del triangolo AA' A" ed 
ancora altri 2 sopra ogni suo lato. Non possono cadere sopra a' piix 
di 9 centri, perch^, il gruppo che si ha su questo piano dovendo essere 
impropriOy ogni centro che cade in <r' sta sopra uno dei lad del detto 
triangolo, che i il solo triangolo trasforniato in si dal gruppo A^ ; ma 
gii ciascuno di questi lad h sostegno di un gruppo caratteristico Gg, e 
quindi non pu6 contenere piCi di 4 centri. 

Dei 9 centri che cadono in <x' soltanto 5 sono fuori di r; altret- 
tanti se ne hanno sopra ciascuno dei tre piani rA"\ rB, rB'" i quali, 
come si t visto, sono tutti simili al piano a', e perci6 si hanno 
4 X 5 = 20 centri fuori di r appartenenti ai 4 piani ora detti. 

Bisogna ancora aggiungere le quattro omologie che hanno i centri 
sopra r, e quindi il gruppo principale G condene in tutto : 

16 -{- 20 -{- 4 = 40 
omologie. 

Tutte queste omologie sono simili fra loro dentro G, perchfi esse 

sono simili a quelle contenute nel sottogruppo caratterisdco Gg che ha 

per sostegno r, le quali, come ho gii osservato, sono permutate transi- 

mmente da una delle omografie assiali del gruppo O,^ che produce 

una operazione di quarto ordine sopra r. 

Cerco ora con quante operazioni k permutabile una omologia di 
G. Per esempio, Tomologia di centro A'", che ha per piano <x', h per- 
muubile con un gruppo [-/4^"aJ] di grado 48. E non i permutabile con 
un gruppo di grado maggiore, perchd allora o aumenta I'ordine dell'o- 
mologia in A'"y il che h da escludersi, o aumenta il grado del gruppo 
in ff' ; in quest'ulrimo caso, tenendo sempre presente che il gruppo so- 
pra a' deve trasformare in s6 il triangolo AA'A'\ si ha sopra uno 
dei kti, ad esempio sopra A A\ un gruppo ciclico, di grado maggiore 
di 2, avente i poli in A\ A\ e quindi pii di 4 omologie coi centri 
sul detto lato. 

Dunque il grado del gruppo principale G 6 48 X 40 = 1920. 
G6 posto, assumendo %*^AAA*A** come tetraedro di riferi- 
meoto di un sistema di coordinate, scrivo le operazioni generali del 
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X — X 


X — X 


X, = — 71 X, 


<— *. 


x' — — X 

•*a ^a 


• * • 


x; = — Xj 


* X* — — X 


' Xj — » Xj 


x' — — X 

*4 *4 


•*4 4 


x;_ tix4 



gruppo 6g che lascia fermi i singoli vertici di O' : queste operazioni pos- 
sono essere: 



w 



denotando y) una radice primidva ottava dell'uniti. 

Posso supporre che i vertici P', P"; P, P'" del tetraedro ab- 
biano ordinatamente le coordinate: 

(i, I, o, o), (i, —I, o, o); 

(o, o, I, i), (o, o, —I, i); 
allora una delle omografie assiali del gruppo O,^ che producono opera- 
zioni di quarto or dine sopra le rette: 



= x^ = o, X, = X, = o, 



SI scnve 



X. = 



ri 



(x, + ixj 



*, = 



= .-7=0*. + 



(3) 



^^ 



x; = -^(x, + tx^. 

Le collineazioni (2) e (3) generano un gruppo 

di grado 64 che lascia inalterate ciascuna delle due menzionate rette, 

che sono le rette r, r\ 

Aggiungo ancora un'omologia 0* che permuti A con A' lasciando 

fermi i vertici A'\ A'" del tetraedro O'. Posso supporre che il cen- 

tro 0' di questa omologia abbia le coordinate: 

(i, o, — I, o), 
ed allora essa si scrive: 

x*, = » Xj 

^'a = *i *a 



che h la (3) del n*" 25. 



Xj = Y) X, 

x^ = » x^ , 



I GRUPPI FINm DI TRASFORMAZIONI LINEARI DELLO SPAZIO, ETC 45 

n gruppo Gy o un suo trasformato, condene dunque le collineazioni 
(2), (3), e quella uldmamente scritta, le quali, come i facile verificare, 
appartengono al gruppo scoperto da Klein di cui mi sono occupato 
nei § VI, perchi il gruppo 0^^ che ]i si presenta condene come divi- 
sore 0,^ . Queste collineazioni generano precisamente un gruppo di grado 
1920 che i uno dei 6 divisori del gruppo di Klein ora ricordato che 
permutano ciascuno i sei reladvi complessi lineari secondo un gruppo di 
Serret di grado 120. 

33. Considero ora il caso 2). 

In questo caso, come si 6 visto al n** 31 del presente paragrafo, i 
centri di tutte le omologie del gruppo G sono distribuid sopra 4 piani 
passanri per r e per i quattro centri di r'. 

Nei piano g' ^rA si ha un gruppo aJ , cosi che i verdci del te- 

traedro B'^AA'A''A'" ammettono la permutazione ciclica di terzo 

or dine (^A, A\ A"^ ; inoltre, per esempio, Tomologia B produce la tra- 

sposizione (^A, A'"^, e quindi i vertici di O' subiscono tutte le permu- 

tazioni possibili. Si ha perci6 un gruppo Og** di grado 8 X 24 = 192 

che trasforma in s6 il tetraedro 6' : questo 6 il gruppo descritto nei n® 13. 

Siccome sopra ogni faccia di 0' deve aversi un gruppo improprio, 

secondo si i dimostrato alia fine del n° 31, non pu6 il centro di una 

omologia cadere sopra una di queste facce senza cadere sopra uno spi- 

golo; ma allora il centro che si considera coincide necessariamente con 

uno dd quattro centri che si hanno sul detto spigolo. 

Dunque, se G non coincide col menzionato gruppo improprio S'^^ , 
easte un centro di omologia 0" posto fuori di ogni faccia di S\ Esso 
cade ad esempio sopra il piano a*' ^r B e quindi sopra una delle rette 
BB\ BB"y perch6 il gruppo generato da Gg ed 0" sopra d" deve es- 
sere improprio, e d'altra parte 0" non cade, per ipotesi, sopra nessuna 
dclle rette che proiettano da B le coppie di pund A\ A** ; P', P" di r. 
Allora si ha sopra d" un gruppo A J e si conchiude Tesistenza di un 
secondo gruppo Og'* che ha per base il tetraedro 0" = BB'B"B"\ 

I due gruppi 0^^ , 08 ** sono omograficamente eguali ma non si 6 

autorizzad a conchiudere che essi sono simili dentro il gruppo principale G. 

£ chiaro che, ad esempio, il gruppo 0g'^ condene tutte le operazioni 

dd gruppo principale G che trasformano in s6 il tetraedro 0', perch^, 

se questo potesse restare inalterato per un gruppo di grado maggiore 
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contenuto in G, dovrebbe aumentare il grado del corrispondente sotto- 
gruppo che lascia fermi i singoli vertici di B' ; ma allora sopra uno 
spigolo di 0', ad esempio sopra A A\ si avrebbe un gruppo dclico, 
coi poli in Ay A\ di grado maggiore di 2, e quindi piu di 4 omologie 
coi centri sul detto spigolo. 

Ci6 posto, sopra ciascuno dei quattro piani : 

tA, rA''; rB, rB'" 

stanno 9 centri di omologie dei quail 4 appartengono alia retta r. Dunqae 
il gruppo principale G condene in tutto : 

5 X 4 + 4 = 24 
omologie involutorie. 

A causa dei gruppi aJ esistenti sopra i quattro * piani anzidetti, si 
vede immediatamente che 12 di queste omologie sono, dentro G, simili 
ad A' e quindi alle omologie che hanno i centri nei vertici di O', e le 
rimanend 12 sono simili a quelle che hanno i centri nei verdci di O". 

Dunque, se esiste una operazione di G che pord uno dei verdci di 
O' in uno dei verdci di 0", tutte le omologie del gruppo G sono simili 
dentro il gruppo stesso, e siccome ognuna di esse, per esempio A'", h 
permutabile con un gruppo [-^^"A^] di grado 48, il gruppo G 6 di 
grado 48 X 24 = 1 152. 

Se invece non esiste una tale operazione, ogni omologia di G ha 
soltanto 12 trasformate dentro G, e quindi il grado di questo gruppo 
6 48 X 12 = 576. 

34. In ogni caso il gruppo G 6 un divisore del gruppo di Kleik 
di 1 1520 collineazioni. 

Infatd il gruppo S'^^ ha evidentemcnte un solo sottogruppo inva- 
riante S'^ di grado 1 6 ; similmente Bg ^"* ha pure un solo sottogruppo 
invariante di grado 16 rappresentato da O^'*. Giacchi i vertici di 0' su- 
biscono tutte le permutazioni possibili, esiste una omografia rigata invo- 
lutoria che porta i verdci A, A* di r nei verdci A^ A*' di r', e questa 
stessa omografia porta per necessiti i due centri di omologie B\ B" 
nei due centri 5, 5'", sicch6 essa produce anche nei verdci di O" una 
permutazione di secondo ordine del gruppo quadrinomio transitivo. Dun- 
que la detta omografia appardene contemporaneamente ai due sottogruppi 
0H ^ 0^'4 . ^^ appartengono anche a questi sottogruppi le omografie ri- 
gate involutorie che hanno come assi le coppie di spigoli opposd dei 
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due tetraedri O', O", le quali generano un gruppo di grado 8, dunque 
si ha : 

giacch6 O^PP'?"?'" h pure evidentemente uno dei 15 tetraedri che 
il detto gruppo di grado 16 trasfornia in sS. 

Q6 posto, siccome non esiste nessuna coUineazione, airinfuori di 
quelle contenute in OJ , che ksci singolarmente fermi i sei complessi 
lineari determinati da 0^ , 6 chiaro che ogni coUineazione che trasformi 
in si il gruppo 0J, e che perci6 permuti i detti sei complessi, appar- 
riene al gruppo principale di 11520 collineazioni che ammette 0J come 
divisore invariante, giacch^ il gruppo principale ora detto fa subire tutte 
le permutazioni possibili ai sei complessi in discorso. 

Perci6, essendo 0J sottogruppo invariante dei due gruppi O^'* , S'^^^ , 
tutte le operazioni contenute in questi due gruppi appartengono al gruppo 
di grado 11520 determinato da 0^. 

Nella ipotesi che esista una operazione di G che porta un vertice 
di O' in un vertice di O", ad esempio A'" in 5'", essa porteri il piano 
ff' (U A"' nel piano a" di B"\ e siccome sopra a" si ha un solo gruppo 
ii^ , awiene che la detta operazione porta il tetraedro 0' sopra 0" ed il 
gruppo 0^'** m 0g^'* . E siccome i vertici di questi tetraedri subiscono 
tutte le permutazioni possibili, esiste una operazione S di G che porta 
i vertid A\ A" in B\ B" ed i vertici Ay A'" in 5, B'" ; allora que- 
sti operazione lascia ferme le due rette r, r' e quindi porta inversamente 
B" in 0'. Dunque I'operazione S, giacch^ scambia semplicemente i due 
gruppi %'^^ , 03*^* , deve trasformare in sh il comune sottogruppo inva- 
riante 0J, e perci6 appartiene al gruppo di Klein. 

Intanto il gruppo generato da S e dalle operazioni di 08^"^ permuta 
evidentemente in modo transitivo le 24 omologie di G, cosi che esso 
i, come avanti si d visto, di grado 1152 e perci6 coincide con G. Dun- 
que G, essendo generato da operazioni che stanno tutte in un gruppo 
di Klein, 4 un divisore di questo gruppo. 

Nella ipotesi che non esista una operazione di G che porti un ver- 
tice di 0' in un vertice di 0", le 24 omologie di G si scindono in due 
dassi intransitive di 12 omologie ciascuna tali che quelli apparteuenti 
ad una stessa dasse sono permutate transitivamente dal gruppo G stesso. 
Ora il gruppo generato da tutte le operazioni contenute in 08*"^ , 08 ^"^ per- 
niDta evidentemente in modo transitivo le 12 omologie di G simili ad 
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A' t le 12 omologie simili a B', cosl che esso &, come si h visto, di 
grado 576, e perci6 coincide con G. Dunque il gruppo G 6 un divisore 
del gruppo di Klein. 

D gruppo di Burckardt contiene effettivamente divisori di grado 
1152 e 576; quelli di grado 11 52 sono omograficamente eguali e cia- 
scuno di essi lascia inalterata una delle 10 quadriche annesse al gruppo 
principale; invece quelli di grado 576 sono di tre tipi omograficamente 
diversi e tutti contenud nei precedend divisori di grado 1152, ma uno 
solo di questi tre dpi possiede omologie involutorie. CosiccW in conchiu- 
sione si ha un solo dpo di gruppi di grado 1152 ed un solo tipo di 
gruppi di grado 576 che contengono omologie; quesd gruppi sono 
quelli da me denotad coi simboli G^^^ , G^^^ nel mio lavoro citato nella 
prefazione. 

§ IX. — Gruppi G che contengono sottogruppi caratteristici G^ . 

35. Negli uldmi tre paragrafi ho trovato tutd i gruppi improprii G 
che contengono sottogruppi caratterisrici G^^, G^^, Gg;mi resta dunque 
ad esaminare, in base alFanalisi del § V, solo Tipotesi che G contenga 
esclusivamente sottogruppi caratterisdci G^ , di modo che due omologie 
quali si vogliano dei gruppi di cui ora mi occupo o sono tali che ii 
centro dell'una sta nel piano dell'altra, oppure esse generano sopra la 
retta dei centri un gruppo diedro di grado 6, e quindi sopra qualsivogUa 
retta dello spazio non stanno mai piu di tre centri di omologie. 

lo posso ancora supporre che le omologie i cui centri cadono in 
uno stesso piano generino su questo piano un gruppo improprio. E di- 
fatd non pu6 mai aversi un gruppo Hessiano Aj , perch6 allora, come 
piCi volte si ^ osservato, il gruppo G conterrebbe omologie di terzo or- 
dine ; dunque, se il gruppo che si ha sopra il piano che si considera fosse 
proprio, esso potrebbe essere (n** 8) un F^^ o un T^^g ; ma allora G 
conterrebbe sottogruppi caratterisrici del tipo G^^ o del dpo Gg . 

Q6 posto si consideri una omologia di G e si chiami il suo 
centro e w il suo piano. Giacchi non tutd i centri delle omologie di G, 
eccettuato 0, possono cadere in w a meno che G sia improprio, esiste 
un tale centro 0' posto fuori di w, ed allora la retta r = 0' i so- 
stegno di un gruppo caratteristico G^ . 

Ma non tutd i menzionad centri cadono sopra r, e perci6 esiste 
un centro 0" posto fuori di r il quale pu5 cadere in tv o fuori di is. 
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lo esamino quest'ultima ipotesi; allora la retta 00'' t pure essa 
sostegno di un gruppo caratteristico G^ , cosl che il piano d = r 0" i 
lasciato fermo da due siffatti gruppi caratteristici. II gruppo che si ha in 
9 deve auzitutto essere improprio e, d*altra parte, 6 evidente che esso 
non lascia fermo alcun punto del piano ; dunque sari uno di quei gruppi 
che permutano transitivamente i verdci di uno stesso triangolo A, i quali 
verrici denoto con P\ P" P'". Tutti i centri di omologie che cadono 
in d stanno perci6 sopra i lad di A, e siccome questi centri sono in nu- 
mero maggiore di 3, ve ne sono di quelli che stanno fuori dei vertici 
di A. II grado n del gruppo \ che lascia fermi i singoli verdci di A 
non pu6 essere divisibile per 3, perche allora si avrebbe sopra a un 
gruppo Hessiano A| , il che 6 da escludersi ; inoltre, il gruppo ciclico 
che \ produce sopra ogni lato di A non pu6 essere di grado maggiore 
di 2, perch6 allora, non essendo questo grado uguale a 3, sarebbe mag- 
giore di 3, e quindi si avrebbero sopra ogni lato di A piii di tre centri 
di omologie. Dunque \ 6 certamente un gruppo quadrinomio A^ , e 
perci6 tutte le operazioni di G che lasciano inalterato a generano su 
questo piano un gruppo ottaedrico A^ . 

Le ora dette operazioni lasciano fermo un punto P, posto fuori di 
<7, per il quale passano i piani delle omologie che hanno i centri in d, 
e nello spazio si ha un gruppo [P^^] che d effettivamente di grado 24, 
perchfe P non pu6 essere centro di una omologia. Infatti, se P fosse 
centro di una omologia, che debbo supporre involutoria, si avrebbe un 
gruppo [P,aJ] di grado 48, e il tetraedro = PFP"P'" sarebbe la- 
sdato fermo, elemento per elemento, da un gruppo Og che contiene evi- 
dentemente 4 omologie coi centri nei vertici di ; ma allora sopra ogni 
lato di A si avrebbero 4 centri di omologie, il che t da escludersi. 

Segue che il tetraedro O t trasformato in sd, elemento per elemento, 
soltanto da un gruppo quadrinomio 0^ costituito dall'identiti e da 3 omo- 
grafie rigate involutorie, e che in a stanno* 6, e non piCi, centri di omo- 
logie che si scindono in tre coppie, una per ogni lato di H. Di quesd 
6 centri, 5 stanno sopra le due rette 0\ 0** ed il sesto, che de- 
noto con O, , h quello accoppiato con e sta perci6 nel piano tt di 0. 

In ogni caso, sia che 0" appartenga o no al piano tt, si conchiude 
I'esistenza di un centro 0, posto in tc sopw la traccia del piano <j^r 0". 
E siccome non tutu i centri delle omologie di G cadono in d, esiste 
ua centro 0^*' posto fuori di questo piano ; allora ragionando come pre- 

RmU, Cir&. Mstmm. F^Urmo, t. XIX (1905). ~~ StampAto il 10 dicembre 1904. 7 
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cedentemente, si conchiude Tesistenza di un secondo centro 0^ posto 
nel piano tt sopra la tracda del piano rO'". 

36. lo debbo ora disdnguere due casi che portano come si vedri 
a due ben diversi gruppi G. 

i) Le due omologie 0, , 0^ sono tali che il centro dell*una sta 
nel piano dell'altra. 

2) Le omologie 0^y 0^ generano un gruppo diedro G^ . 

Nel primo caso il punto dove s'incontrano i tre piani delle omo- 
logie 0, 0, , 0^ 6 pure centro di una omologia involutoria e si ba un 
gruppo Og che lascia fermi i singoli vertici del tetraedro O' = 0^ 0^ 0^ . 
Sopra w si hanno tre centri di omologie 0, , 0^ , 0^ costituenti un 
triangolo : dico che non possono aversi in t: altri centri. 

Infatti, se un quarto centro di omologia cade sopra uno dei tre 
lati del triangolo 0, 0^0^ y il punto dove il relativo piano taglia il late 
stesso, ^ pure un centro di omologia, e si avrebbero allora almeno 4 
centri sopra una medesima retta ; dunque questa ipotesi t da scartarsi. 
Se poi un quarto centro cade in w, ma fuori di ogni lato di 0, 0, 0^ , 
giacchi il gruppo che si viene a generare sopra tt deve essere improprio, 
anzi, nella presente ipotesi, un gruppo che permuta transitivamente i 
vertici di uno stesso triangolo, I'omologia corrispondcnte a questo quarto 
centro porta, ad esempio, il punto 0^ sopra il lato 0^ 0^ , perche ogni 
triangolo che viene trasformato in s6 dal gruppo quadrinomio generato 
da 0, , 0^ , Oj ha un vertice ed il lato opposto in comune col trian- 
golo Oj 0^0^. E si conchiude come prima che sopra la retta 0, 0^ 
stanno almeno 4 centri di omologie. 

La retta r avanti considerata, essendo sostegno di un gruppo G^, 
non giace sopra nessuna delle facce di O', perchS si 6 visto che sopra 
ognuna di queste facce non si hanno altri centri di omologie all*infuori 
dei vertici di O' ; dunque la traccia A della retta r su w 6 fuori di ogni 
lato del triangolo 0, 0, 0^ . Allora il gruppo quadrinomio generato da 
0, , Oj , O3 fa assumere ad A quattro posizioni distinte, e si hanno 4 
rette simili ad r. 

Sopra ciascuno dei 6 piani che queste rette determinano due a due 
si ha, come si h visto, un gruppo ottaedrico aJ , e le tracce in w <U 
quei piani che passano, ad esempio, per r = OA sono le rette che pro- 
jettano da ^ i tre punti 0^ , 0^ , 0^ , sicch6 quesd punu cosutuiscono 
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il triangolo diagonale del quadrangolo complete avente come vertici i 4 
punti simili ad A. Segue che le rette uscenti da che siano sostegni 
di gruppi caratteristici G^ non possono essere piCi di 4, perchfe non pid 
di due di tali rette stanno in uno stesso piano e, all*infuori di 0, , 0^ , 
0^ , non si hanno in w altri centri di omologie. 

Dopo ci6 6 facile contare tutte le omologie di G : ve ne sono 3 
coi centri in x, altre 8 coi centri sopra le menzionate quattro rette, pre- 
cisamente due sopra ciascuna retta senza contare 0, e finalmente Tomo- 
logia O stessa; dunque G contiene in tutto I2 omologie. 

37. Considero ora uno dei gruppi ottaedrici dello spazio [P^^], ad 
esempio quello che lascia inalterato il piano <y r= r 0^ . La retta OO^h uno 
dei lati del triangolo A = P'P"P'", cio^ uno degli spigoli del tetraedro 
e = PFF'F", per esempio lo spigolo F'F", ed il suo opposto PP' 
i la retta dove si tagliano i piani di ed 0, , cio^ la retta 0^ 0^ ; 
dunque le due rette 0^, 0^ O sono nello stesso tempo due spigoli op- 
posti dei tetraedri e 0'. Una omografia rigata del gruppo quadrino- 
mio B i cui assi si appoggiano aUe due menzionate rette, scambia neces- 
sariamente 0^ con 0^ ed con O^; allora I'omologia 0, scambia P 
con P' lasciando fermi P",P'", cosl che i vertici di O subiscono tutte 
le permutazioni possibili e si ha un gruppo O^^ di grado 96, che 6 quello 
descritto nel n** 13. 

Questo gruppo, come si 6 gii osservato, lascia inalterati tre tetraedri 
che si trovano nelle identiche condizioni di O rispetto al gruppo ; invece 
permuta in tutti i modi tre tetraedri analoghi a O'. II gruppo in discorso 
contiene precisamente I2 omologie, cio^ tutte le omologie del gruppo 
principale G, e si pu6 ritenere da queste generato; ma ogni operazione 
di G non puo che permutare fra loro le dette 12 omologie e quindi 
deve trasformare in sd il gruppo O^^, cosl che questo i un sottogruppo 
invariante di G. Allora b anche sottogruppo invariante di G il gruppo 
9J di grado 1 6 che contiene tutte le omografie rigate involutorie di O'^, 
c quindi G, giacch6 trasforma in s6 un tale gruppo 0J, b contenuto in 
an gruppo di Klein. 

Una operazione di G non contenuta in O^* non pu6 lasciare fermo 
nessuno dei tre tetraedri analoghi a 6, perchd, se ad esempio O resta 
fermo per una tale operazione, giacch^ i suoi vertici subiscono tutte le 
possibili permutazioni mediante 6^\ si ha un gruppo di grado maggiore 
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di 4 che lascia fermi i singoli vertici di O, c si 6 visto (n° 35) che ci6 
non pu6 verificarsi per i gruppi G che sto considerando. Dunque la detta 
operazione fa necessariamente subire ai tre tetraedri in discorso una per- 
mutazione ciclica del terzo ordine, e il gruppo G risulta quindi di grado 
96 X 3 = 288. 

Intanto il gruppo di Klein possiede un solo tipo di divisori di grado 
288 che contengono omologie, e pcrci6 Tattuale gruppo G i omografica- 
mente identico ad uno di quelli. 

Un tale gruppo G contiene un divisore di grado 9, necessariamente 
abeliano, che lascia fermo un tetraedro elemento per elemento e che 6 
costituito di 4 omografie planari aventi a due a due i poli sopra due 
spigoli opposti del tetraedro e di 4 omografie rigate aventi per assi i 
rinianenti spigoli. Le omografie pbnari che hanno i poli sopra uno stesso 
spigolo permutano circolarmcnte, ad esempio, i tetraedri O' e lasciano 
fermi i tetraedri 0, e quindi appartengono al gruppo 0^"*; mentre quelle 
che hanno i poli sopra lo spigolo opposto permutano i tetraedri O e la- 
sciano fermi i tetraedri S' ed appartengono contemporaneamente a tre 
gruppi O^". Cosi, nella configurazione di G, si hanno due terne di te- 
traedri formanti due terne desmiche che si comportano per6 in mode 
diverso rispetto a G. 

Osservo finalmentc che il gruppo G in discorso ^ omograficamente 
identico ai divisori di grado 288 contenuti nel gruppo di grado 7200 
del quale mi sono occupato nel § VII, ed 6 anche divisore di un gruppo 
di grado 576 che 6 quello trovato alia fine del n° 34. 

38. Esamino ora il secondo dei casi considerati al principio del 
n° 36, ciofe il caso in cui le omologie O^, Oa, coi centri in w, generino 
un gruppo diedro di grado 6. AUora sopra la retta p = 0^0^ si ha 
ancora un terzo centro di omologia 0^; queste tre omologie lasciano 
ferma una seconda retta p' intersezione dei piani di O, ed 0, , e questa 
retta passa p^r O e taglia w in un punto P fuori di p. 

Dico che sopra i piani tc e w' = O^) non cadono altri centri di 
omologie all'infuori di quelli che gii vi sono. 

Infatti, se in tz cade un quarto centro di omologia, esso non pud 
cadere sopra la retta p, perchc ivi si trovano gii tre centri di omologie, 
e nemmeno pu6 cadere in P, perchi allora le omologie coi centri in O 
e P generano una omografia rigata involutoria che ha per assi le retce 
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Pf P'y e qumdi i punti dove i piani di 0, , 0^ , tagliano p sarebbero 
pure centri di omologie involutorie e si avrebbero 6 di tali centri posti 
sopra p. 

Si supponga dunque che un quarto centro cada in ic ma fuori di p 
e P; aliora, il gruppo che si viene a generare sopra w dovendo essere 
improprio, anzi, nella presente ipotesi, uno di quelli che permutano tran- 
sitivamente i vertici di un triangolo A, si dimostra come al n° 35 che il 
detto gruppo & un A^; poi, essendo centro di una omologia, si ha 
nello spazio un gruppo [O^A^ di grado 48, e perci6 4 centri di omo- 
logie sopra ogni lato di A, il che t da escludersi. Dunque nel piano x 
cadono soltanto tre centri di omologie che sono quelli che stanno sopra 
la retta p. 

Per quel che riguarda il piano w' = Op, osservo che il gruppo 
improprio di grado 12 genera to dalle 4 omologie che hanno ivi il loro 
centro lascia inalterato un solo triangolo che 6 quello che si ottiene 
projettando da O i due poli del gruppo diedro che si ha sopra p; quindi, 
se una nuova omologia ha il centro in w', questo centro cade sopra una 
delle due projettanti ora dette cosl che la nuova omologia che si consi- 
dera porta in uno dei detti poli, e perci6 si avrebbero sopra p non 
meno di 5 centri di omologie. 

In particolare, sul piano %' non pu6 cadere altra retta diversa da p 
che sia sostegno di un gruppo G^. 

Ci6 posto, giacchd tutd i centri delle omologie di G non possono 
essere distribuiti sopra le due rette p, p\ esiste un centro O' posto fuori 
di queste rette e quindi fuori dei due piani w, tc'. Allora la retta r=00' 
^ sostegno di un gruppo diedro G^ e la sua traccia in tt d un punto A 
diverse da P e fuori di p, cosl che Ay median te le operazioni del gruppo 
diedro piano che si ha in tp, assume 603 posizioni distinte. Si otten- 
gono in corrispondenza 603 rette simili ad r: quest' ultimo caso si 
presenta solo quando r cade sopra uno dei piani delle omologie O^, 
O^ , Oj ; in ogni caso il piano (t determinate da due di tali rette 6, come 
si t visto al n° 35, sostegno di un gruppo ottaedrico A^ e la sua traccia 
in w passa per uno dei punti 0, , 0^ , 0^ che sono i soli centri di omo- 
logie che stanno in x. Viene pertanto scartata I'ipotesi che A possa ca- 
dere sopra una delle rette che projettano da P i poli del menzionato 
gruppo diedro di ic, perchi in tale caso si avrebbero tre rette simili ad 
r passand per e giacend in un medesimo piano. Quindi, se trasformo 
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A mediante le operazioni del terzo ordine contenuto in questo gruppo 
diedro, i piinti trasformati Ay A\ A" sono i vertici di un triangolo i cui 
lati passano per i centri O^ , 0^ , 0^ di p. 

Dico che per il punto non passano altre rette che siano sostegni 
di gruppi caratteristici G^ all'infuori di quelle che vanno ai pund A^ 
A\ A". 

Infatti, giacchi^ non piu di due di tali rette uscenti da possono 
stare in un medesimo piano, le tracce in t; di quattro di queste rette de* 
terminano un elVettivo quadrangolo completo i cui 6 lati debbono tutti 
passare per i punti O, , 0^ , 0^ di /> ; cio 6 assurdo, perch6 la retta />, 
che. non contiene nessuno dei vertici del quadrangolo, non ha meno di 
4 intersczioni coi detti 6 lati. Dunque la retta r, giacche assume tre sole 
posizioni, cade sopra uno dei piani delle omologie 0,, O^, O^. 

39. Dopo cio, si possono subito con tare le omologie contenute nel 
gruppo G : ve ne sono 3 coi centri in w, altre 6 hanno i centri sopra 
le tre rette che projettano da O i tre punti Ay A\ A*\ e precisamente 
due sopra ogni retta senza contare 0, e finalmente deve aggiungersi 
Tomologia stessa; dunque G contiene in tutto 10 omologie. 

Queste omologie sono simili fra loro dentro il gruppo G, perch^ 
quelle che generano con O gruppi diedri G^ sono simili ad 0; poi due 
omologie come O, 0, tali che il centro dell*una sta nel piano dell'altra 
sono simili dentro il gruppo ottaedrico A^ che si ha sul piano determinate 
da e dal bto del triangolo A A* A* passante per 0,. 

Ora, alio scopo di detcrminare il grado di G, cerco con quante 
operazioni di G c permutabile una delle sue 10 omologie, per esempio 
quella di centro 0. 

Questa omologia ^ permutabile col gruppo di grado 12 generate 
dalle 4 omologie 0, 0,, 0^, 0^\ dico che non pu6 essere permutabile 
con un gruppo di grado maggiore. 

Infatti, in questa ipotesi, si consideri il gruppo che si ha sopra il 
piano 7: di 0. Una qualsivoglia operazione S di questo gruppo non 
muovc la retta p ed il punto P, e deve inoltre permutare fra loro i 
punti Ay Ay A\ perche si 6 visto che di tali punti non ve ne sono in 
t: piu di tre. D'altra parte, giacch<^ questi tre punti subiscono tutte le 
pormutazioni possibili mediante le operazioni del gruppo diedro di grado 
6 che si ha in 77, il prodotto di S per una conveniente operazione T di 
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questo gruppo diedro lascia inalterati i punti A^ A\ A" ed il punto P. 
Allora il prodotto ST produce Tidentitd sopra tu; quindi si ha o ST^[ 
oppure ST ^ Oy ed in ogni caso Toperazione S appartiene al detto 
gruppo di grado 12. 

£ dunque assurdo supporre Tesistenza di altre operazioni S permu- 
tabili con 0. 

Segue che il grado del gruppo G 6 12 X 10 := 120. 

Un piano come OAA' che d sostegno di un gruppo ottaedrico 
Aj assume soltanto 5 posizioni distinte mediante le operazioni di G, e 
quest! 5 piani subiscono evidentemente tutte le permutazioni del gruppo 
simmecrico di 5 cifre mediante le operazioni ora dette. 

£ chiaro dunque che il gruppo G di grado 1 20 che qui si presenta 
i il gruppo pentaedrico di Klein. Esso 6 contenuto come sottogruppo 
in un gruppo di grado 7200 del § VII. 

§ X. — Conchiusione. 

Tutti i gruppi finiti di trasformazioni lineari dello spazio che con- 
tengono omologie di ordine maggiore di tre lasciano fermi un punto ed 
un piano, oppure trasformano in s6 una coppia di rette sghembe o un 
tetraedro. 

Prescindendo da siffatti gruppi, che io ho chkimato impropri, esi- 
stono soltanto otto gruppi contenenti omologie, ciascuno del quali non lascia 
fermo alcun punto o coppia di rette sghembe o tetraedro. 

Questi otto gruppi, che ho chiamato gruppi propri, sono : 

I. n noto gruppo semplice di 25920 coUineazioni con 80 omologie 
di terzo ordine, che si presenta nella trisezione delle funzioni iperellittiche, 
ed ^ isomorfo al gruppo di Galois relativo all'equazione da cui dipende 
la ricerca delle 27 rette di una superficie generale del terzo ordine. Que- 
sto gruppo di coUineazioni permuta 27 complessi lineari. 

IL n noto gruppo di 11520 coUineazioni con 60 omologie involu- 
torie, che h il gruppo principale deUe configurazioni desmiche. Esso ha 
una meriedria d'indice 16 col gruppo simmetrico delle permutazioni di 6 
dfre, e permuta precisamente 6 complessi lineari relativi alia superficie 
di KuMMER generale. 

in. D gruppo di 7200 coUineazioni con 60 omologie involutorie. 
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Esso lascia inalterata una quadrica e tutte le sue operazioni possono rap- 
presentarsi con sostituzioni quatemarie a coefficient! reali. 

rV. Un gruppo di 1920 collineazioni con 40 omologie involutorie 
che fa subire a sei complessi linear! le permutazioni del gruppo di Ser- 
RET di grado 120. 

V. Un gruppo di 1152 collineazioni con 24 omologie involutorie 
il quale lascia inalterata una quadrica. 

VI. Un gruppo di 576 collineazioni, conteneme pure 24 omologie 
involutorie, che lascia inalterata una quadrica. 

VII. Un gruppo di 288 collineazioni con 12 omologie involutorie 
che lascia pure inalterata una quadrica. 

VIII. Un gruppo di 120 collineazioni con 10 omologie involutorie, 
che lascia inalterata una quadrica e che i oloedricamente isomorfo al 
gruppo simmetrico delle permutazioni di 5 cifre. 

I gruppi IV e V sono contenuti come sottogruppi nel gruppo II. 
II gruppo VI i un divisore di V e quindi anche di II ; le sue 24 omo- 
logie non sono simili fra loro deiitro il gruppo stesso, ma si scindono 
in due classi intransitive di 12 omologie ciascuna. I gruppi VII figurano 
come sottogruppi sia in un gruppo VI che in un gruppo III. I gruppi 
VIII figurano come sottogruppi nei gruppi III. 

Finalmentc tutte le collineazioni dei gruppi III, V, VI, VII, VUI 
si possono rappresentare con sostituzioni quaternarie di modulo i e — i 
ma a coefficient! reali, Invece i gruppi I, II, IV possono essere rappre- 
sentati con gruppi di sostituzioni quaternarie unimodulari, ma queste 
sostituzioni hanno neccssariamente coefficient! immaginari. 



Messina, Aprile 1904. 



Giuseppe Bagnera. 



SUL SISTEMA DI DUE INTEGRALI PRIMI COMUNI 
AD UNA CLASSE DI PROBLEMI. 

Nota di Vincenzo Amatc, in dtania. 



A4aiuiiitA del 18 agosto 1904. 



1. In un mio recente lavoro *) ho dato un metodo per la costru- 
zione d'ua sistema di due int^rali primi comuni a pi£i problemi del 
moto d*un punto sopra una superficie, variabile col tempo di posizione 
c anche di forma, nell'ipotesi generale che la forza sollecitante dipenda 
dal tempo, dalla posizione e dalla velocid del punto materiale di massa 
unitaria. 

Questo metodo consiste nelPassegnare due equazioni 

^^^ f A,(tt, r, = ^2* 

con A, , A, funzioni arbitrarie, tali per6 che sia diverso da zero il deter- 
minante funzionale rispetto alle r, 5, essendo c^ , c^ due costanti ; nel 
risolvere le equazioni 

dA, , dA, , dA, Q 

du * dr * as 

du ^ dr ^ ds ^ ' 



*) Atd deil'Accademia Gioenia, serie 4*, vol. XVII (Nota II). Cfr. anche la mia 
irabblicazione negli Atti della stessa Accad., serie 4^, voL XIV (Nota I) nonch^ la 
Nota StilVintegrai^ume d'un'equa^ioru nel Giomale di Mat. di Battaglini, settem- 
bre 1 901. Nella presente Nota, per maggior chiarezza, soao conservate le stesse no- 
taziom. 

Ck€, Ma*im PaUrwf, t. XIX (1905). — Sumpato il ai dicembre 1904. 8 
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rispetto alle a, p e nell'ass^[nare infine una funzione qualunque/, delle 
variabili mdipendend ty u, r, s, tale pcr6 che sia 

^^ drdtds dsdtdr^ 

risolta cosi determinata la trasformaaoae 

t = t, 

u' = «', 






a 



mediante la quale si passa dalle variabili /, u, u\ r, 5 alle altre i^ u, u\ v, v\ 
Operando tale trasformazione nel sbtema (i) e nella relazione 
(Nota I, pag. 11) 

''-(i+"f+^)''=i^+»4(i+"i'+^) 

+4(1+-!+^)] 

si ha un sistema di due integral! primi, funzioni delle /> u, v^ u\ v', 
comuni a tutti i problemi ((7, F) pei quati sia veri6cata la trasformata 
della (3). Per questi problemi 6 dunque arbitrariamente assegnabile una 
delle for^e C/, F, p. es. C7, in funzione delle /, w, v, u\ v\ giacchfe si 
ottiene la F in funzione delle stesse variabili risolvendo la trasformata 
della (3). 

Dunque, a parte I'interpretazione meccanica, il metodo suddetto per- 
mette la costruzione di un sistema di due integrali primi, comuni a pi£i 
problemi della forma 

i'u ,j(^ du dv\ d^v .,/ du dv\ 

assegnando a priori questi integrali come funzioni di tre variabili u , r, s 
ed operando in essi una certa trasformazione, mediante la quale diven- 

tano due funzioni delle t, u, v, -j- , -j-: \[ sbtema di integrali primi 

at at o « 

che in questo modo si ottiene £ comune a tutti i problemi (JU^ V) della 
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forma suddetta, pei quali sia verificata la relazione 
dove i, / sono funzioni note delle <, »> v, -j- , -7- . 

al at 

Si lia quindi infine, coU'applicazione del metodo suddfstto, uq si- 

stema di due integrali primi ed una classe di problem! che hanno in 

comune tale sistema. 

Senonch^ si presenta una questione molto importante : 

Dato un problema (C7, F), determinare, se sia possibile, una classe 

di probkmi aventi con esso due integrali primi comuni e determinare al- 

tresi quesii integrali *). 

2. Sia /j una funzione qualunque delle variabili indipendentt ty u, 
r, 5 ; sieno inoltre a e P due funzioni arbitrarie delle a, r, s. Ia f^^ 
oLy ^ saranno determinate ulteriormente. 

Dato un problema [t7(/, u, Vj u\ t;'), F(^, u, v, w', tf*)] si ponga 

Alc»ra k (/, F d^enderanno dalle 

e dovranoo soddisfare alia (3)^ 
Dooque, pQSto 

^-(5^ + "^ + ^^")''='- 

£ necessario prima di tutto che si abbia 

(4) l^A-jr^Bu'^Cu!'^ 

dove 



*) Ndla Notg I (pag. u) :si considoca la 'Stessa qu^oae, ma il proficdimento 
(che k ana yoeraBgaooqe di qudlo usato dal KoRKmE) pptrebbe riiiseire di diffic^ 
Usaxxu applicaaone. Va inoltre notato she in tale mio iavoro la conclusione (pag. 14), 
scorretta per errore dd proto, deve essere intesa nel senso che, ammesso che le date 
forae IJ9 V soddisfino iiaa xsrta condizione, se le radid comuni a quelle due deter- 
mioate equazioni soddisfano quel tale sistema di equazioni a derivate parziafi, esitte 
una dasse di prohteoiL 
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doft 






'¥;+m 



E d'altra parte 



(5) 



Si nod che le a, b, c, d, e, f, g, h, i sono funzioni determinate delle 

Diinque la questione ^ ridotta a determinare, se sia possibile, risot- 
vendo il sistema (5), la funzione /, che verifichi la (2) e le funzioni 
a e ^ che dipendano solo dalle variabili u^ r, 5. 

Poich^ dalla prima delle (5) si ha 

du^ dr^^ ds b \Be )' 

sostituendo nelle due equazioni rimanenti del sistema (5), alia espressione 
-^ + « ^ + ^ 3^* > il secondo membro della precedente uguaglianza, 
si ottengono due equazioni della s^uente forma 

£a + Fp+G = o. 
I coeflicienti della (6) sono funzioni note delle sole t^ Uy /, > 
/^ I := -M I , mentre i coeffidenti £, F, G sono funzioni pure note delle 
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<> «*> /, » 



^L df. a/, df. 

dt * du ' dr ' ds 



ay, y/, ay. ay, ay, y/, ay. 

d/*' dudr drd< ' dsdt * dudt*' drdt'' dsdf' 

La determinazione che ci occupa sari possibile se esiste una fun- 
zione /, (/, m, r, 5), integrale della (6) e che soddisfi la (2), tale che 
si possano risolvere le due equazioni lineari 

£a + F?+ G = o, 

dr ^ ds^^\b ^ du b d/V ' 

rispetto alle «, ^ in modo da ottenere due funzioni delle sole u, r, 5. 
Si avri allora una classe di problemi dalla relazione (3), sosdmendovi 
^^ ft y ^9 ^ ^^ espressioni trovate e supponendo arbicraria una delle 
funzioni U, V. 

Gi'integrali comuni al problema dato, per il quale sia verificata la 
(4), e a tutti quelli della classe ottenuta nel modo suddetto, saranno i 
due integral! del sbtema (Nota 11, pag. 5): 

, dr ds 

^** = ";r = ir • 

Per mezzo della trasformazione data in principle si potril infine 
esprimere tutto in funzione delle variabili /, u, v, u\ v' *). 

Si pu6 dunque in questo modo, per ogni problema (t/, T) dato 
a ^iori, risolvere k questione enunciata nella fine del § i. 

PakmiOy 27 agosto 1904. 

ViNCENZO AmATO. 



*) Un procedimento analogo si pu6 seguire per il sistema di due integrali primi 
coorani a pi6 proUemi dd moto d'un punto sopra una superfide fissa, nel caso in 
coi la font dipenda dalla posizione e dalla velocity del punto (Cfr. Nota II, $ a e 
Pahia dttta del Giornale di Matematiche di Battaguni). 



SOPRA ALCUNE FUNZIONI ANALOGHE 

ALLA FUNZIONE DI GREEN 

PER UN PARALLELEPIPEDO RETTANGOLO. 

Nota di Luciano Orlando, in Pisa. 



AdunaniA del 13 novembre 1904. 



Alcune recenti osservazioni *) hanno mostrato che la funzione di 
Green e le analoghe per alcuni campi hanno mdmo nesso coli'integra- 
zione delle equazioni d'equiGbrio elasdco, nei casi che possiamo chiamare 
misti, o, secondo il Somiguana, alterni. Da db principalmente trae op- 
portuniti il presente studio. 

In coordinate cartesiane ortogonali, siano x = fc^ , x = — fc, , yz=:h^, 
y = — h^, ^ = f^y> ^= ~ *, 1^ rispetrive equazioni delle sei facce dd 
parallelepipedo. Se poniamo 

rU. = [x-2ah,- (- i)-x„y -^[y-2bh,- (- lyyj 

+ U-2c*,-(-i)'U»; 

c intendianio che x, y^ i denotino le tre coordinate d'un punto A, varia- 
bile nello spazio S occupato dal parallelepipedo, poi -^o* ^o> ^ '^ ^^^ coor- 
dinate d'un polo A^ , intemo a S, e che ognuna delle tre lettere a, b, c 
assuma tutti i valori interi, positivi e negativi, compreso zero; con ci6 
la grandezza r^,o,o> ^he possiamo anche, senza rischio d'ambiguiti, indi- 
care soltanto con r, misura la distanza di A dz A^. q le altre r . , mi- 
surano le distanze di A da tutti i punti dedotti da A^ con successive 
immagini rispetto ai piani delle facce del parallelepipedo. 



*) SoMiGLiANA, Rend, del Lined, 1902-1904; Marcolonoo, ibidem., 190a e 
Maiiuale Hoepli suirequilibrio dei corpi elasticL Vedi anche tre mid lavoh : Nuovo 
Cimento 1904, Giom. di Batt 2904. 
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Se t denota una ad arbitrio fm le tre lettere x, j^ ;(, poi k corri- 
spondentemente una delle tre lettere a, i, c, poi a corrispondentemente 
uno del tre numeri i, 2, 3^ ottemamo 

Evidentemente questa grandczza, se h non rappresenta zero, com- 
porta il segno di h. 

Ora noi esaminiamo le espressioni 

— A JL, u. ^ /A JL_ JU — _i— \ 



5 =A^_4.y/A JL + A_L>\ 



dove noi sosdtuiremo coUo zero, ove mai si presenrino, le derivate di 
. Per esempio Tespressione 5^, che 6 funzione di i e di c, man- 



0,0,0 



cher^ del primo termine quando a b e a c si attribuisca simultaneamente 
il valore zero. 

Una semplice osservazione geometrica mostra che le seric, indicate 
nelle precedenti espressioni dai segni 2, risultano formate con termini 
di segni alterni, di valori assoluti decrescenti. Noi potremo scrivere 




x — 2h,-^x^ 



i,h,e 



y — ^K + y. 



•,>,© 



.3 



«,**! 



+ 



+ 



+ 



X + 2i, +X, 



-l,&,C 



y + 2K-[-y, 









Ora per (a e v interi, non negativi, e per 

|i|>2[^+I, |c|>2V+I, 

e per i non pid grande di ft, nd di i^ , 6 valida la tripla relazione, facile 
a verificarsi. 
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o anche, per una semplice osservazione d'aritmedca. 



\h,c 



dunque, se formiamo la serie 

e prescindiamo dai termini, di valor finito, dovud a \b\ <^ 3, noi vediamo 
subito cbe questa serie £ in condizioni di convergenza piil favorevoli 
dell'altra 



Iff^' 



la quale, come £ noto, £ convergente, se ; rappresenta, come qui sup- 

poniamo, un numero non n^uvo. Se ora formiamo la serie 

00 

^•>,« = Z- ^-^ > 

Cm— 00 

anche questa risulta in condizioni di convergenza non meno favorevoli 
che la serie 



ao 00 T 

tmmX JmmO\ 1 



della quale £ ben facile a riconoscersi la convergenza. 
Cio avviene comunque A vari in S. 
Non i difficile vedere che, per x = fe^ e per x = — fc^ , la serie 

s^ u , assume il valore, che, nelle medesime condizioni, assume — -^ . 

Ora noi integriamo, termine a termine, rispetto alia variabile x, la 
serie 5^, uniformemente convergente in S, e determiniamo opportuna- 
mente *), valendoci della posizione di A^ o di quella dei simmetrici di 
A^ rbpetto ai piani coordinati, il limite inferiore dell'integrazione. Chia- 
meremo T^ quest*integrale di s^. Poi integreremo, per termini, rispetto 
a X, la serie 5^^, e ne chiameremo T^ ^ Tanalogo integrate; poi ancora, 
nello stesso modo integreremo la serie 5^^^^ e ne chiameremo T,^ 
Tintegrale. Posto 

nsulta 

cm^—aohmMs — 00 to.— 00 \'a,h,c \a,h,c/ 



*) Vedi un mio lavoro in questi Rendiconti, t. XVII (1903), pp. 335-352. 
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Questa serie T^ ^^^ verificheri, per x = h^ o per x = — fe, , Tequazione 

At =-A_L. 

dx •'*•* dx r 

In modo perfettamente analogo ricaveremo due altre serie ^j,c,«> 
jT^^^, che, rispetrivamente per y = h^ o )> = — fe^^, e per :( = fc^ o 
7i = — fcj , verificheranno le equazioni 

dy *'*'* dy r * Bt^ ''''^ d;( r ' 

Ma non 6 dfficile a provarsi la coincidenza di T^^^^,, Tj^^, T^,«,m ed 
a ci6 bastano alcune nozioni elementari sui limid. Se noi dunque poniamo 

^=Z t J (-^ - -i-) + costtnte, [a' + i' + c' # o], 

e determiniamo opportunamente *) la costante, avremo che la G d una 
funzione analoga a quella di Green per il parallelepipedo rettangolo: 
quella che lascia risolvere il problema di determinare in ogni punto A^ , 
interno a 5, il valor e di una funzione armonica, della quale si cono- 
sea in ogni punto del contorno (compadbilmente con una nota condi- 
zione) il valore della derivata secondo la normale. 

Le altre funzioni analoghe alia funzione di Green si discutono pifi 
fadlmente. La 

?=^^^^-^ K + J' + c't^o] 

(dove T assume il valore 1> + tf + y* + i quando a, by c assumono 
rispetrivamente i valori 2p o ip — i, iq o iq — i, 2r o 2r — i) 

diventa — per x = fc^ , o per y = h^^ o per ;( = fc^ , e fornisce la de- 
rivata secondo la normale suUe tre altre facce. La discussione relativa 
alia convergenza si semplifica in grazia dei segni. Ma nelle cose fin qui 
dette £ indicata la via per determinare e discutere anche le altre; e noi 
non insistiamo sulla questione, la quale assume ormai I'aspetto d'un 
esercizio. 

Marina di Caronla, settembre 1904. 

Luciano Orlando. 



*) Marcolongo, Teoria matimatica delVequilibrio dei corpi elastici, pag. 29, 
Hoq>li, 1904. 

JUmI. Grt, MMtm, faUrm; t. XIX (1905)* — Stampftto il aa lUcembre 1904. 9 



SULLA DEFORMAZIONE DI UN SOLIDO ISOTROPO 

LIMITATO DA DUE PIANI PARALLELI, 

PER TENSIONI SUPERFICIAL! DATE. 

Nota di Luciano Orlando, in Pisa. 



Adnnaim del 13 &OT«mbre 1904. 



I vari casi della deformazione dasdca di un solido isotropo limitato 
da due piani paralleli sono gii stad sapieatemente discussi *), ma non 
mi pare inopportuna arroganza trattarne, come far6 nel presente lavoro, 
uno, fra i pii!i difficili e notevoli, con un metodo fondato su concetd 
assolutamente elementari. 



Supponiamo che il solido 5 in esame non sia cimentato da forze 
di massa, e che si conosca la tensione unitaria che agisce in ogni ele- 
mento della superficie. Noi chiamiamo <y, e <t, i due piani limid, di 
equazioni :( = fce:( = — h rispetto a una tema ortogonale cartesiana 
xy[ opportunamente fissata. II problema che noi risolveremo consiste 
nel determinate in un punto generico A^y di coordinate x^, y^, ^^^ 
interno a 5, le componenti tt, v^ w dello spostamento elasdco. 

Sia A^-^^ il punto simmetrico di A^^ rispetto a <r,, e A^.^^ quello 
di -4ji^, rispetto a <r,, dove i assume i valori o, i, 2, 3, . . . ; e, scam- 
biando Tufficio di <r, e di <r^, si ricavino da A^^ con analoghe simmetrie, 
i puna -^a^, , ^'21+2' S^ chiamiamo r la distanza da A^ di un punto 
variabile A, di coordinate x, y, ;(, e in generale r^ ed r'^ le rispettive 
distanze dello stesso punto A da, A^ e da A'^ , sari facile avere le espres- 
sioni analidche di queste lunghezze. 



•) Cerruti, Rend, dd lined, 1884; Somigliana, Nuovo Qmento, 1885-86; 
TiDONB, Annafi di Matematica^ 1904. 
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Per non ripetere ragionamenti lunghi, noi ammetdamo di saper ri- 
solvere i problemi di Dirichlet coUe seguend formule 

4«t(»., ;■., 0=|;[/?(-|— «,)■'', -/f (7-- ^•)'"-] 

dove le intcgrazioni sono fatte in dxdy e in dxdyd^^, e rispettivamente 
estese a a^, a a^, a S. Le funzioni G^, G, ^,, ^^ sono date da 

G =JL + JL_JJ__L + _L + J 



3 / N-- " J 

I.I I I.I.I 



^" ^ ^ ^ ^ ^ ^6 ''l ''i 

I I I 

I ^ r r ' 

I 4 $ 

J_ I J I L4.-L-L.J . I , I 

r, r, r, r^ r^ r^ r, r, 

, J I Lj 

r r r 

Di queste formule estesamente si park in tre miei lavori *). 



*) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1903; Nuovo Cimento, 1904; 
Giornale di BattagSoi, 1904. 
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Per adoperare la formula del Betti, approfittando cosi del metodo 
della deformazione ausiliare affermato poi dal Cbrruti *), noi risolve> 
remo il problema di decerminare le componend ^, t), ^ d'una deforma- 
zione determinata da assenza di forze di massa e dai valori ddle com- 
ponend di tensione 

L s= — 2(A x , M = — 2(1 ^ ^ , JV = — 2fA 



reladve ai pund di a^, e dalle tre altre, reladve ai pund di a^. 



In queste espressioni, p. denota il modulo di rigiditi del corpo isotropo; 
quando sard necessaria, adopereremo anche Taltra costante X **). 
£ chiaro che per i pund della superficie vale Tequazione 

dL . a Jf . dy _ 

dx ^ dy '^ di ~^' 
la quale mostra che per ogni punto di <r, dev'essere 



- = 2[A 



e per quelli di «, 






= 2(1 



Con quesd dad, a somiglianza di ci6 che abbiamo fatto per il se» 
mispazio in una precedente Nota **^, noi possiamo determinare la fun- 
zione biarmonica If in un punto generico A, di coordinate x, y, ;(, in 
S. Qui non 6 cosl facile il calcolo : se il solido si protraesse indefinita- 
mente da quella parte dalla quale & invece limitato da a^ , noi saremmo 



^ Riarcbe sull'equilibrio dei cor pi elastici isotropi, Memorie dd Lined, 1882. 

••) Per tutto ci6 che adoperiamo senza minute spedHcazioni, il Icttore pu6 rife- 
rirsi ai trattati dassid del Love, dd CesXro, e all*altro, recentissimo, non meno eoce^ 
ieDte» dd Marcolonoo. 

*^) Rendiconti dd Circolo Matematico di Palermo, t. XVIII (1904). 
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m quel caso, e troveremmo per N la funzione 

ma questa funzioae, atta come la sua derivata a verificare le coadizioni 
imposte nei punti di a^, non verifica quelle relative ai punti di <r,. Per 
^rreggerla, noi supponiamo ora che il solido sia limitato soltanto da 
9, e che si protenda airinfinito dalla parte di <r^. Con successive com- 
peosazioni, noi troveremo una serie convergente, che esprimeri la fun- 
zione biarmonica y. 

Queste successive correzioni dipendono dal problema della ^4 per 
il semispazio, ed e forse bene richiamarne qui la soluzione. Se di una 
funzione r^olare f, che in ogni punto del seoiispazio verifica la ^4^ = o, 
h noto, sul piano linriite di equazione ;{^ = :(j , il valore 9 e il valore 

^, noi porremo 

dove le due funzioni H^ e JE^ sono due funzioni armoniche. Per de- 
terminarle noi abbiamo le due condizioni superficiali 

La prima determina, con notissima formula, la funzione H"^, e poi la 
seconda determina subito ST^. G>n successive risoluzioni di questo pro- 
blema, semplificate dal metodo delle immagini, e col processo d'induzione, 
ad siamo giunti a esprimere 2f{x^ y, :(). Questi calcoli sono laboriosi, 
e noi perci6 daremo il risultato, limitandoci a verificarlo, ma chi volesse 
effettivamente eseguire quanto abbiamo accennato non troverebbe alcuna 
difficolti teorica, e farebbe un utile esercizio. 



Trovano qui posto alcune osservazioni necessarie. Se a.- denota Te- 
Icmento della linea iT* e della colonna /** del seguente quadro aritmetico 

1 I I I I ... 

2 3 4 5 6 ... 

3 6 10 15 21 ... 

4 ID 20 35 46 . . . 

5 15 35 70 116 

6 21 46 116 180 



• • 



•• •• •• •• •• • • • 
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il quale si continua secondo la relazione a^^ = a.^ = j^ e secondo I'altni 

fi^ a. . -I- a- . = a. ., 

si deduce subito 

(2) a 'A- a 'A- a . + • • • 4- a. . = a. ._ . 

Dimostriamo ancora cbe d, per f e per ; maggiori di i, 

(3) ^;V. < »'• 

Si ha, infatti, per ogni intero positivo v minore di ;, 

(0>(c:)- 

e perdd 



se ne deduce 
i 



+(^"7')(«-iy-' + 



i'- = [0- + iV" <(!)(»- ^y-' + ( ^ )(' - ^y-* + - 

Ma la seconda parte della disuguaglianza 6 lo sviluppo di 
dunque risulta 

(4) - ly + i'-' < »'• 

E, se per i numeri del quadro precedenri ad a. .^, ammettiamo che la 
(3) sia, come per i primi 6 visibile, verificata, ed applichiatno il criterio 
d^induzione, tenendo presente la (4) e la (i), noi dimostriamo la vali- 
diti della (3) per tutti i numeri del quadro. 
Da (2) e (3) si deduce la relazione utile 

(5) ^.-.y^a < I + 2> + 3^ -j [- iL 

Dobbiamo ancora stabilire un lemma d'aritmetica, dimostrando che 
la serie 



.a^i-Hl 



T = X 

dove a d un numero positivo indipendente da /), d una serie convergente. 
Per questo poniamo 



«, = v" 



valevole per tutti i valori interi positivi di v non superiori a 2/), e os- 
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serviamo che £ 



"^ = [(-t)T 



Ora 6 visibile la validiti della relazione 



(.-^)<., 



dalla quale, se dividiamo prima e seconda parte per la quandtd positiva 
maggiore di 2 



otteniamo 



onde 






t*v., ^J_^ 



Uy, 2 



e poi successivamente analoghe relazioni, per le quali scriveremo 

u u u 

Si otdene 

2 

Q6 mostra che il termine generale di T non supera --J^:^ , e stabilisce, 
come ^ noto, che T h convergente. La convergenza della serie doppia 

I ^ 2*"-' 4- . . . + w^ 



00 00 * ■ ***" — * I I -^aw— I 



ir=XZ 



Natl " " ~" 



si i resa ora evidente. 

Ora osserviamo che le grandezze r,^^,, r,^^^, r^^^,, r^^^,, dianzi 

definite, non sono inferior! a 4 w ib, e che la derivata v°** di — o di — 7- 

non supera -5:^ o -^1^:7. Per abbreviare, possiamo dire una cosa molto 

faidle poi a verificarsi, che cio^ queste premesse basteranno ad assicurare 
la convergenza, uniforme in 5 ed assoluta, delle serie che adopereremo. 



Intanto noi poniamo 
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+«.,«J ^55^, 2(^+fc)^3^;: +BP^^-r (4*)"" » 

e chiatniamo s^ un'altra serie doppia che si deduce da 5, col mutamento 
di fe in — h (con che r^ diventa rj). Per ^ = hy le grandezze r^. ed 
^zi-*-! diventano uguali fra di loro, come anche le derivate d'indice pari 
su ;(; e il termine 

L *^\ 'tn^zm^i ^\ 'a«-i-a(iii-i) J 

^a(i»-iK4 

- ^,^.-.H., 3V"-^r (4fe)(4fcy"-""' 

£ nullo, come si vede per intervento della relazione (i), finchd m ed n 
assumano tali valori che i numeri m — i ed n — i siano compresi 
nella serie. Rimane dunque isolato il termine dovuto a m = i, n = o, 

f T 

cio6 \ , che per :^ = fe vale quanto .. , . Le derivate d'indice di- 

spari su 7^ presentano segni opposti e annullano, come si vede, i rima- 
nenti termini, oltre quelli che hanno il fattore ;( — h^'x quali si annul- 
lano appunto per questo fattore. La serie 5, pu6 derivarsi rispetto a x, 
indefinitamente, termine a termine, come risulta dalle precedenti osser- 
vazioni, e anche rispetto a x e ad ^ pu6 indefinitamente derivarsi. Con 
cio si vedc chiaro che 5, k, una funzione biarmonica. La derivata di 5, 
su X. presenta, per ;( = i, il termine 

\A ") I "'m,ZH-*-i ^ -aw-^J -. I ^fH—i^an-t-i ;^ -a»»-f-J - I 

L ^\. ' 2n-h2m-~i ^\ ' zn-i-zim-i) J 

^alw-iKs J 

"" ^iH,a(*-iKa ^ -a(»-x)-H5 "I (4 ^) (4 *)* *"' ^^ > 

^. a(i»— i)-»-a»i 

il quale i nullo, per tutti i valori di m e di n, tranne che per m = i, 

n = o, nel quale caso diventa ^-j- o anche .^ . . Gli altri ter- 

. . ^^ ^^ 

mini, come t quasi evidente, scompaiono. Per :( = — by figura in s^ , 

oltre quelli che evidentemente scompaiono, il termine 

^"-^3 I 
(4*) (4*y*^«.,a«-hi "STpn^T ' 

"T I ^«,a«+a ;s ^»n^} ^ "T ^M~i,3«-i>a ;^ -!•-»-! -. I V4 *^ J > 
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il quale t nullo. Parrebbe che si presentasse un'eccezione per m = i, 
ma non si presaita, perchi a^ ^.-.-i ^ ^i,2fi-Ka ^"^^^ uguali fra di loro, ed 
i I il valore comune di quesd due numeri, com'^ gii stato siabilito. 
Nella derivata su ;^ un tenoiiiie da osservarsi attentamente d 



+[- 



(4 *) (4 *)" ^m,a«-M ^ ytn^4 ' 



+ ^«_.,a.+.33i;:M; k4^y"^'> 






il quale, come Paltro dianzi esaminato, ^ sempre nullo. 

Come si comporta 5, rispetto ai piani <y, e a^, cosl, corrispouden- 
temente, si comporteri s^ ri^etto ai piani ^^^ ^ ^t' 

Dot tutto quello che finora t stato detto noi giungiamo a dcsuoiere 
che, se poniamo 

Doi avremo, oel punto generico A, di coordinate x, y^ x.y determinato 
la fnnzione biarmonica JV, conformemente colle condizioxd superficial! 
gii imposte. 

La funzione JV £ un elemento della deformazione ausiliare, ma poco 
potrebbe servirci se non avessimo il modo di calcolare gU altri elementi. 
DalTequaaone indefinita 

(6) jr=-xft-2,.|^, 

dove denota b dflatazione cubica, ricaviamo 

e poi, per la terza equaaone indefinita d'equilibrio, 

Ma t facile liconoscere che lo sviluppo del primo membro h una serie 
integrabile due volte, termine a termine, rispetto a ;(. La funzione arbi- 
traria di x, y, che dovrebbe comparire in ogni integrazione, d nulla, 
perchi t armonica rispetto a x e^, ed d, come si capisce subito, nulla 
aU'infinito. Si ottiene 



4(^ 







+««,«k«3Ps+t( z 1-7 )(4*)'"*' • 

^\ X'am-aiw ^af»-4-aM / J 

Mm i . CSrc MmUm. PaUmu, t. XIX (1905). — Sumpato U ay geaiuijo 1905. 10 
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Ora noi determineremo K (-v, y, 0- Questa funzione potri risultare come 
somma di due altre funzioni, una delle quali, A^ , sia, armonica, e Taltra 
verifichi I'equazione 






£ chiaro che possiamo porre 

L *^ IN-f-aiM ^A, ' aM-t-2fN— I J ' 

e ci rimane da determinare A^. Questa determinazione noa h difficile. 
L'equazione (6), dianzi richiamata, mostra che la parte armonica di 

^ si compone di 6 e della parte armonica, che chiameremo B^, 

contenuta in 5 — s^. Chiameremo ancora K h parte armonica di -^— ? . 
Da (6) dunque risulta 

Sviluppando il secondo menibro, e, come dianzi, integrando per termini, 
e annullando la funzione armonica che parrebbe arbitraria, poi sommando 
A^ con Bj, avremo ^(x, y, ;^). Per determinare anche $(x, y^ :() ed 
Y)(x, y^ z)^ porremo $ uguale alia somma di A^ con B^, ed tq uguale 
alia somma di A^ con JS,, fissando che A^ q A^ siano armoniche, e 
che invece JB^ e JB^ verifichino le relazioni 

Noi potremo senz'altro ricavare B^ e J5, da B^ mutando una deriva- 
zione in d;( in una derivazione in dx o, rispettivamente, in dy, e le 
J5, , J5j , cosi determinate, evidentemente verificheranno la relazione 

' ... ? = o. 

dy dx 

Ma dalle equazioni 

- = -KI+ll). —Kli + al)- 

delle quali i primi membri sono, in superficie, noti, si ricava che nd 
punti della superficie vale l'equazione 
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la quale, per la precedente relazione fra B^ q B^y di origine airaltra 






onde con facile criterio, gid adoperato, si deduce I'equazione indeiinita 

ii _ ^ = o. 

dy dx 
Qaesta e la seguente 

dx"^ dy d^c 

inducono a scrivere 



r H:3f^ _d:::rL _L_ _ V- 1 /;> ^"" _L_ + _^!rL _J_ l^.v^. 



a 

— 2(A 



r>+3t^ a— I a-^ I a— 1 -1 j 

dove / denota una ad arbitrio fra le tre variabili x, )', :(; poi t la cor- 
rispondente fra le tre funzioni $, tq, 2^ ; e poi e denota i se / denota :(, 
e — I se / denota x o y. 

Ragioni di rigore ci consigliano di verificare Tequazione 

dxdx ^\dK.^dx}' 

valida sopra ff, , e le altre equazioni ai limid, con quesd valori ^, n, ^ 
che qui assegniamo. Le equazioni indefinite si verificano subito. Noi in- 
sisteremo, come prima, soltanto nei pund meno cliiari. II termine 

_ r hV'T ^'""' I , a""' I -| 

scompare sempre, con tutti gli altri provenienti dalle medesime parentesi, 
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T T 

tranne che per n = o ed m ^ i ; rimane — 23 — ^ doi 2 



Esaminiamo che avvenga del termine 



il quale si ricava dalle successive parentesi. £ facile vedere, dopo quello 
che dianzi abbiamo esaminato, che anche questo termine 6 Dollo senzai 
eccezioni. Che siano nulli gli altri h poi quasi evidente, e Tequazioae 
superficiale, valida sopra a, , che era da verificarsi, £ verificata. In modo 
analogo si verificano le altre. 

Ora la dilatazione cubica 9 deUa pardcelk che intomia il punta 
generico A^^ di coordinate x^, y^, :(q, nella deformazione effettiva, d 
subito data, in funzione delle tensioni superficially dalla fonnula del Betti, 
troppo nota perch^ ci sia necessario qui scriverla. Chiamando f il valore 

di -^— che si ricava, in superfide, dall'equazione canonica 

z, = - xe - ,^|S, 

e chiamando <p, e <p^ rispettivamente i valori di -^— , ^ , fomiti dalfe 
due altre 

^^ = "''l"ar+ ar/* ^< = "H"dF + "d7/* 

avremo 

dove le integrazioni, fatte in dxdy e, rispettivamente, in dxdyd^^ si 
estendono a tutto il contomo a o a tutto lo spazio S. 

CrintegraU che qui figurano e quelli della formula del Betti, onde 
si trae O, si estendono a campi infiniti. Gd impone ai dati superfidaH 
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alcune iimitazioni. Non sarebbe difficile discuterle, ma noi ci siamo di- 
luQgad gii abbastanza, e preferiamo ammettere d'aver dato un modo di 
risolvere il problema della deformazione quando i dati siano tali che 
non sia dubbio requilibrio elasdco del corpo. 



Marina di Otfoola^ agpsto I904« 



Luciano Orlando. 



SULLA DEFORMAZIONE DI UN SOLIDO ISOTROPO 

LIMITATO DA DUE PIANI PARALLELI, 

PER TENSIONI SUPERnCIALI DATE. 

NOTA ADDIZIONALB *) 

di Luciano Orlando, in Pisa. 



AdanABU deU'S gennajo 190$. 



.an— X 



Nella Nota alia quale mi riferisco io chiamo evidtntt la convergenza 
della serie doppia 

dove a denota un numero posidvo arbitrario. Io credo ora, invece, di 
riparare a una biasimevole omissione dimostrando questa convergenza. 
Stabiliamo anzitutto la formula 

(i) I + 2'-' + 3^-' + h m*-* < ^^ "^ ^^^ . 

La validity di questa formula h chiara per m = i. £ anche &cile 
osservare che vale, generalmente, I'inuguaglianza 

basta, per verificarla, sviluppare il secondo membro coUa formula del 
binomio. Verificata questa formula, se ne deduce la validity dell'altra 

(2) „ > « • 

Se noi, dunque, ammettiamo d'aver gii verificato la (i) fino am — i, 
ammettendo con ci6 che sia valida Finuguaglianza 

I + 2"- + 3'-' + > . •:+ (m - ly- < ^ , 

e teniamo conto di (2), noi dimostriamo generalmente la (i). 



•) Vedi qucsti Rcndiconti, t. XIX (1905), pp. 66-77. 
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G6 mostra che, se i convergente la serie doppia 

(« + ly 



i2n 



.2fi-f-i-»-a 9 



h convergente anche la UI Ma la F si compone della serie convergente 

e dell'altra serie 

i* a* A* c* 

2^ a^ A^ 

2* ^8 

4.4 4.J 

2" 
+ 77rr;5+ "• 

+ •'• > 
b quale h convergente, con sicurezza, se h convergente la serie 

3'3 3-4 3o 

4*4 4.J 

pcrchi ogni termine di W non h mferiore al termme di uguale posto 
in Fj. Ma noi possiamo scrivere 

— J L • • . .J- — 




n'^ 



Ora, se P & un numero positivo minore di a, avremo 
— +— + +— 



Cid dimostra la convergenza di IT, di F, e di IT. 



I 



So LUCIAHO ORLANDO. 

Rimane dunque inutile Tesaoae della serie T della mia Nota. Ivi, 

CO c» 

per esattezza, bisogna porre V c noii V . Bisogna anche mutare i 

numeri 46, 11^, e 180, del quadro aritmetico, rispemvamente in 56, 
126, 252. AUe citazioni dei lavoii sul solido isotropo limitato da due 
piani paralleli bisogna aggiungere quella del lavoro del Prof. Tedone, 
mserito nel tomo XVIII (1904), pp. 368-385, di questi Rendiconti. 

Pisa, 26 dicembre 1904. 

L. Orlando. 



LA GEOMETRIA D'OGGIDI E I SUOI LEGAMI COLL'ANALISL 

Discorso di Corrado Segre, in Torino; 

pronundato a Heidelberg, il 13 agotto 19041 neH* 3* adunanza generale 

del IlfO COMGKBMO iMTEKMAlIOMatI DBI MaTIMATICX. 



Dalle Verhandlungen des III. InternatxonaUn Mathematiker-Kongresses in Heidelberg; 

IL Teil (JVissenschaftliche Fortrdge), pp. 109-120 •). 



Voi conoscete il volumetto che TUniversiti di Kolozsvir ha pubbli- 
cato due anni sono, pel centenario delk nascita di Giovanni Bolyai **). 
Nc sono parte precipua una memoria di L. Schlesinger suUe applica- 
zioni della geometria assoluta alia teoria delle funzioni di variabile com- 
plessa, ed un'altra di P. Stackel sulla meccanica analitica in relazione 
colle varieti di piu dimensioni ***). Cosl alia glorificazione del grande 
geometra ungherese prendevano parte TAnalisi e la Meccanica ! 

A me parve di vedere in ci6 un nuovo indizio dei sentiment! fra- 
temi che vanno sempre pifi legando fra loro i vari rami della Mate- 
matica! 

Per quel che riguarda la Meccanica, non occorre che io dica quanta 
pane abbia e debba avere in essa la Geometria ! Solo mi permetter6 di 
ricordarvi, a proposito della Geometria moderna, una rappresentazione 
di grande importanza suggesdva, a cui ormai, dopo I'esempio dato da 
Hertz, tutti i cultori della Meccanica ricorrono liberamente. Voglio dire 
la rappresentazione di un sistema mobile con n gradi di liberti per 
mezzo di un punto dello spazio ad n o a 2n dimensioni. Indicando la 

forza viva con -p-, il problema del moto equivale a quello geometric© 



*) Col gentile consenso del redattore Professore A. Krazer. 
**} JoANNis BoLTAi in mtmoriam, 

•^ V. ancbe StAckel, Bericht uher die Mechanik mehrfacher Mannigfaltigkeiten 
Qahresb. d. Deutschen Math.-Verein. XII (1903), p. 469]. 

Mmi. Gir«. Mmitm. fdlmwf, t. XIX (1905). — Stampato il 17 gemujo 190$. n 
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delle geodedche di uno spazio ad n diniensioni, in cm ds sia Telemento 
lineare! 

Quanto ai legami che stringono la Geometria e TAnalisi, si pu6 
dire che essi derivano principalmente da d6 che in molta parte gli oggdti 
di cui esse si occupano sono gli stessiy altneno in un senso astratto! I^ 
cendo cosi, io non alludo soltanto a quel campi che tutti riconoscono 
esser comuni alle due scienze : come, ad esempio, la teoria dei gruppi 
e quella degli aggregad {ensembles, Mengen). Io penso ad im'idendri 
molto piCi larga, che solo h nascosta in parte dalla difierenza dei nomi. 
Cosl quello che I'analista chiama una fun^ione y = /(x), il geometra 
considera come curva y = /(x), o come corrispondtnza fra il punto x 
e il punto y. Ci6 che l^analista chiama equa^ione differen^iale sari pel 
geometra una certa varieth di elemenii nel senso di Sophus Lie. E i 
gruppi di irasformaiioni lineari usad nello studio delle funzioni auto- 
morfe da Poincar& e Klein, e poi dai loro successori, si posson con- 
siderare come pardcobri gruppi di movimenii non-euclidei. Persino il 
concetto primidvo di punto si pu6 riguardare come comune alia Geo- 
metria ed all'Analisi: poichd in molta parte della Geometria d'oggidi i 
pund si posson concepire in modo puramente numerico, come si fa, ad 
esempio, nella teoria degli aggregad o in quella delle funzioni ! 

La diflferenza fra Geometria ed Analisi consiste invece, talvolta nei 
problemi che esse pongono, piCi spesso nei metodi con cui esse li trat- 
tano. Ed t appunto collo scambiarsi fra loro i problemi, e col prestarsi 
reciprocamente I'ajuto dei rispetdvi metodi, che le due scienze soreile 
rendono Tuna all'altra servizi immensi 1 

L^idendti che ho accennato fra gli oggetd della Geometria moder- 
na e quelli deirAnalisi si coUega ad un carattere spiccatissimo che la 
Geometria i andata acquistando sempre piu. Questo carattere, da cui 
son derivad i niaggiori progressi di quella scienza, ^ la grande generality 
ed astra%ione nei conutti e nelle proposi:^oni, 

A prova di ci6 non occorre che io ricordi Testensione che s'& fatta 
coU'aggiungere agli elemenri geometrici reali quelli imaginari, n^ Taltra 
che accanio alle linee e superficie pose i sistemi comunque infinid di 
linee o superficie, i connessi, e cosl via. E nemmeno occorre che io vi 
parli della geometria degli spazi a piCi dimensioni, nella quale tanto si 
t lavorato nell'uldmo ventennio, e che tanto ha contribuito ad ampUare 
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il campo d'azione dei matcfnadct ! Ma scendendo invece dalle vette della 
sdenza alle sue basi, not vediamo che appunto la detta astrazione si 
crova net piii recend lavori sui fondamenti della geometria di Pbako, 
Veronese, Fieri, come in quelli di Hilbert e della sua scuola. In fatd 
essi svolgono la geometria in modo esdusivamente dedutnvo, senz'alcun 
ricorso allHntuizioae spaziale (riumlkhe Anschauung) : cosicchd le parole 
punio, retta, movimentOy ecc. non esigono piCi Tinterpretazione consueta, 
ma possooo riceveme parecchie, diverse fra loro, di qualsiasi natura, 
per esempio puramente aritmetkhe, purch^ soddisfacciano al sistema di 
postulad o definizioni che furon posd. In questo modo, accanto alle due 
geometrie non-eucUdee di qualche tempo addietro, son divenute possibili 
in quesd uldmi annt tutta una serie numerosa di nuove geometrie 1 

Questa moldpliciti d'interpretazioni per gli elemend geometria, che 
incontriamo tanto nel moderno indirizzo di studio dei fondamend, quanto 
in un modo ben noto di concepire gli spazi a piCi dimension!, presenta 
grande udliti. Grazie ad essa ogni risultato si traduce in infinid nuovi 
risukad, immediatamente t Qualcosa di simile si ha nella meccanica mo- 
dema, quando si park di problemi dinamici equivalenii, sebbene si rife- 
riscano a sistemi molto diversi. 

Akuni hanno obiettato, anche uldmamente *), che, quando gli end 

geomemd vengono concepid in modo cos) astratto, oppure quando ren- 

goo trattad solo con metodo logico-dedutdvo, senza ricorrere alle figure, 

a&a tntuizione spaziale, non si fa piCi vera geometria I Possiamo dire, o 

Signori, che questa k solo una quistione di parole! Ma si pu6 anche 

&e che TampUarsi della Geometria ha fatto passare Tintuizione spaziale, 

cbe una volta era per essa un elemento indispensabile, in seconda bnea. 

Chi Rud pud concepire neUa sua mente un connesso, oppure lo spazio 

ii pond imagioari che Staudt ha studiato sintedcamente ? Cosl I'intui- 

aooe spaziak ha cessato di essere necessaria. E ci6 invece che caratte- 

nm la Geometria d'oggidi &, come gii accennavo, la forma dei suoi 

probleim o dei suoi ragionamend **) ! 



•) V. ad esempio E. B. Wilson, The so-called Foundations of Geometry [Archiv 
^MaA. u. Phys. (3), VI (1903), p. 104]. — Del resto questo articolo ha pienamentc 
i^gioae, quando raccomanda di guardarsi dalle esagerazioni, dalle matAe, 

*^ C£r. aadbe tl quo anicok>: Su alcum indiri\i^ ndU investigajfoni giomitriche 
[I^Hnilt di mat, I (1891)]; ristampato ora in in^lese nd Bull. Amer. Madi. Society (2) 
^ 09^)* — Ve^asi pure £. Study, Gtometrie dsr Dynameu (Leipzig 1903X owt^ a 
PHr 271, SQDO esposte delle idee che si accordano pienaxnente coile mie. 
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E a proposito dei metodi geometrici, permettetemi che io vi dica 
anche il mio pensiero intorno ad un'accusa che a loro vien fatta tal- 
volta : cioi di poco rigore, G\i nel Congresso Internazionale di Pari^ 
HiLBERT aveva protestato energicamente contro I'opinione che solo I'Ana- 
lisi, e non la Geometria, sia suscetdbile di una trattazione pieoaniente 
rigorosa *). E in fatti : perchd non dovrebbero esser rigorosi quei ra- 
gionamend geometrici i quali fossero svold a fil di logica ? U dubUo 
potrebbe aversi solo per quegli altri casi in cui insieme al ragionamento 
puro si adopera anche la intuizione geometrica : per esempio nelle ricer- 
che piCi comuni di Analysis situs o iopologia. Ma, come ho detto prima, 
questo accade solo in una piccola parte della Geometria moderna ! E 
fra parentesi ricorder6 che, secondo rilevava ulriniamente Osgood **), 
anche nella odierna teoria delle funzioni di una variabile compiessa vi 
sono dei teoremi, la cui dimostrazione non h stata finora liberaca dal- 
I'uso della intuizione geometrica ! D'altra parte bisogna pur avvertire che 
gii s'^ cominciato a mettere sotto forma matematicamente esatta alcuni 
concetti e proposizioni Aq^* Analysis situs : ad esempio in recenti lavori 
di ScHOENFLiES, OsGOOD ed altri. 

In generale si pu6 dire che i geometri aspirano oggidl al rigore 
quanto gli analisti 1 E' vero che gli strumenti di cui essi si servono tal- 
volta non furon cread perfetti : come perfetd non erano i procedimend 
usad dagli analisd un secolo fa 1 Ma si deve tener presente che alia 
Geometria, forse piu che all'Analisi, occorre lasciar libera anzitutto la 
fantasia che guida alk scoperta : mentre t opera posteriore lo stabilire 
il tutto in modo rigoroso I Ed i geometri mirano a perfezionare i loro 
metodi, ricorrendo volenderi all'esempio ed all'ajuto dell'Analisi. Cod 
dalle ricerche analidche di Puiseux si t dedotto il concetto geometrico 
esatto di ramo o ciclo di curva algebrica. Grazie ad esso Cayley, Smith, 
Halphen, Noether, Zeuthen, ecc. han potuto dare una teoria piena- 
mente rigorosa delle singolariti superiori delle curve piane; il teorema 
sul numero delle intersezioni di tali curve ha acquistato, col fissare la 
moldpliciti di ogni intersezione, un significato geometrico pienamente 
soddisfacente. Con ci6 ^ stata avviata la trattazione rigorosa delle que- 



•) D. HiLBERT, Mathematische Probleme (Gfittinger Nachr., 1900). 
••) W. F. Osgood, On a Gap in the ordinary Presentation of Wderstrass' Theory 
of Functions [Bull Amer. Math. Soc (2), X (1904), p. 294]. 
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sdoni relative alia moUipliciti delle solu[ioni dei problemi geometrici. Ma 
una tale trattazione sari compiuta solo quando saran compiute le ricer- 
cbe analoghe per le intersezioni delle varieti algebriche a piu dimensioni. 
La stessa cosa accadri per tutd i metodi della Geometria numeraiiva, 
poicb^ in sostanza tutti si riducono a problemi d'intersezioni di varieti 
algebriche! Cosi le critiche mosse anche ultimamente *) a quello che 
Schubert ha chiamato Princip von der Erhaltung der Anxfihl potranno 
essere eliminate **). Un mio discepolo, il Giambelli, da me spinto a 
studiar la questione, mi disse di esser riuscito a fissare delle grandi classi 
di problemi per le quali vale quel principio di Schubert, ed altre per 
cui esso va modificato in un modo ben determinato. In base a queste 
ricerche tutti i numerosi risultati ottenuti dallo Schubert e da altri, an- 
che in quesd ultimi anni, per mezzo di quel principio, sarebbero piena- 
mence giustificati 1 Notero di passaggio che fra i recenti risultati di geo- 
metria numerativa ve ne sono di molto important! relativi agriperspazi. 
Essi son dovuti principalmente alio stesso Schubert ed a vari geometri 
icdiani, a partire dal Castelnuovo fino al Giambelli. E si riferiscono: 
gli uni al numero degli spa:d che verificano date condizioni, in pardco- 
lare quella di secare in dad modi pi£i spazi dad, od anche una curva o 
virieti data; gli altri invece a numeri di quadriche o di reciprocity, e 
cosi via. 

Fra quesd risultad ve ne sono che hanno uno speciale interesse per 
\Algebra. E mold problemi difficilissimi dell* Algebra reladvi alia deter- 
imnazione di numeri posson risolversi facilmente colla Geometria nume- 
rativa I D^altra parte, come gii accennai, questa deve ricorrere all' Alge- 
bra per la dimostrazione dei suoi principi, per la trattazione rigorosa 
delle varieti algebriche e delle loro intersezioni. Una tale trattazione s'6 
gii cominciato a fare seguendo i concetd di Kronecker ed altri. Cosi 
Hubert in un lavoro fondamentale ***) ha trovato la forma di quella 



*) V. la nota a pag. 378 della citata Geometrie der Dynamen dello Study; e 
G. KoHN, Ucher das Prin:^p von der Erhaltung der An:{ahl [Archiv d. Math. u. Phys. 

0). IV (1903X p. 3"]. 

•^ £ notevole che nel Lebrhuch der Algebra di H. Weber [I. Bd., i. Aufl. (1895% 
P* 163] » rkorre appunto a quel prindpio, per dimostrare il teorema di B^zout nel 
^ di 3 o pid equazioni con altrettante incognite. 

•*•) Ueber dU Tbeorie der algebraischen Formen [Math. Annalen, XXXVI (1890), 
P' 473]. 
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che egli ha chiamato funxione caratteristica di un tnodulo, e ' che di It 
postulaxiom di una varieti algebrica qualunque per forme di un ordine 
abbastanza elevato. E dopo di Hilbbrt altri han tentaco di risolvere piil 
completamente il problema della postulazione in cerd determinad cas^ 
oppure, come nelle numerosc ricerche sul teorema di Noether Af^Bf^ 
si sono occupad della rappresentazione di una varieti algebrica come 
costituente un modulo. Ma ii campo amplissimo t tuttora aperto, e de- 
gno di profonde ricerche I 

Signori, vi i una moda in Geometria come dovunque 1 Ma la moda 
di cui io ora voglio pariarvi rappresenta un grande progresso I Prima 
vi avevo detto deU'astrazione che ha acquistato la Geometria colla gran- 
de estensione data al sistema degli end da studiare. Orbene I'astrazione 
s'^ compiuta anche in un altro modo : cio^ coirampliamento del gruf^ 
di Irasjormaxjoni, che, nel senso di Klein, si pone a base dello studio. 
Una volta il gruppo di trasformazioni, che si sotdntendeva come fcm- 
damentale, era quello della Geometria elementare. Poi, dopo Poncelet, 
i geomecri s'erano abituad al punto di vista proj^vo, e questo era or- 
dinariamente sotdnteso. Ai nostri giorni invece si tende a preferire an 
gruppo fondamentale ancora piCi ampio : il gruppo delU irasformai^om 
bira:^ionali I 

Con ci6 non intendo certo dire che siano scarsi attuahnente i la- 
vori nell'indirizzo projetdvo 1 Cos! poc'anzi alludevo a ricerche projetdve 
essenziali sulle varieti algebriche a piCi diniensioni. Inoltre si sa bene 
che le proposizioni d'indirizzo birazionale si mutano, con un semplice 
ardfizio, in proposizioni projetdve. E nemmeno mancano lavori d'indoie 
metrica, come tutd sanno I £ certo per6 che sono state rare in questi 
ultimi tempi le ricerche un po' generally nell'indirizzo projetdvo, suUc 
curve piane o superficie algebriche, sui complessi di rette, ecc, le quali 
fiorivano invece anni sono. Ci6 t forse dovuto in parte alia complica- 
zione che s'incontrerebbe nel proseguirle. In pari tempo 6 andata un 
po' giu di moda la corrispondente teoria analirica, cioh la teoria degHn- 
varianti delle forme algebriche ; sebbene essa sia stata, per cosl dire, rin- 
frescata da nuovi metodi e posta in nuova luce dalla teoria dei gruppi 
di SoPHUS Lie, Invece Tindirizzo che Rieiiann ha tracciato per lo ttu- 
dio delle funzioni algebriche di una variabile e dei loro int^rali, dob 
quello rivolto alle proprieti che non mutano per trasformazioni bira- 
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delle varkbili, pu6 dirsi il trionfatore nelle ricerche algebrico- 
geometrkhe d'c^igidll 

A ci6 coatribul moldssimo la teoria generate delle trasformazioni 
biraaonaii del piano e dello spazio : merito speciale del Cremona, di 
cai noi tutd da un anno rimpiangiamo la perdita 1 Da essa iu fatti de- 
riv6 il concetto di proprietiL invariabili per trasformazioni Cremoniane: 
appUcato ad esempio dal Bertini alle involuzioni del piano. 

Ma un'influenza anche maggiore sul trionfo odierno delle proprietd 
degli end algebrici, che non mutano per trasfomuzioni birazionali degli 
enti stessiy ebbe la memoria del 1873 di Brill e Noether: Ueber die 
algebraiscbcn Funktionen und ihre Anwtndung in der Geometrie *). Essa 
aon ha solo contribuito — come gii prima Clebsch e Gordan — a far 
conoscere quell'indirizzo di Riemann. Col sostituire alle funzioni alge- 
briche le serie lineari di gruppi di punti sopra una curva algebrica, essa 
ha anche date ai teoremi noci e ad altri, nuovi e fondamentali, una tal 
forma geometrica da prestarsi immediatamente alle applicazioni. L'in- 
fluenza di quella Memoria sulla Geometria attuale & stata immensa 1 Ne 
derivarono direttamente le ricerche moderne sulle curve algebriche 
^hembe ed iperspaziali, quelle sui sistemi lineari di curve piane, ed al- 
tre ancora. Tutta una scuola di geonietri italiani riconosce nella Memoria 
di Brill e Noether il suo punto di partenza ! 

Piu fecondi ancora divennero quei concetti, quando, per opera ap- 

puQto di questa scuola, essi acquistarono un carattere piu astratto e piu 

geaerale, venendo riferiti a curve iperspaziali, e specialmente introdu- 

ceadosi metodicamente Timportante nozione di somma di due serie li- 

Qoh (corrispondente a quella di prodotio nel campo di razionalitii defi- 

mto da un irrazionale algebrico). Con questi strumenti Castelnuovo ha 

ooenuto nuovi risultad notevolissimi sulle curve algebriche, peresempio 

riguardo alia questione che ho gA dtata della postulazione. PiCi notevole 

ttcon i il modo come quella teoria ha potuto applicarsi, od estendersi 

per aoalo^a, nella geometria delle superficie 1 

Mentre in Franda il Picard studiava le superficie algebriche per 
^ trascendente, svolgeva ciod la teoria degl'integrali doppi e degFinte- 
gnli a differenziali totali delle funzioni algebriche di due variabili, e 



•) Math. Ann. VII (1874), p. 269. 
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THuMBERT si occupava con successo delle cosl dette superfide iperdlitd- 
che, in Italia, dal 1893 in poi, ENRiauEs e Castelnuovo presero aco- 
struire geometricamente la teoria dei sistemi lineari di curve sopra una 
superfide algebrica. Essi applicarono i concetti della geometria sopra una 
curva ed i concetti analoghi reiativi ad una superficie, per esempio 
quelli di somma e differenza di due sistemi lineari, da cui poi si passa 
a quelle di sistema aggiunto di un sistema dato; e ndlo stesso tempo 
si valsero, approfondendole ulteriormente, delle importanti proposiaoni 
che giii il Noether aveva ottenuto in questo campo. Cosl riusdrono a 
stabilire una lunga serie di nuovi risultati veramente brillantL Gter6, 
solo come esempi, la dimostrazione della razionaliti di tutte le involu- 
zioni piane ; lo studio di nuovi caratteri di una superfide, invariabili per 
trasformazioni birazionali ; le condizioni perch^ una superficie sia razio- 
nale, oppure sia riferibile ad una rigata ; la possibility di eliminare da 
una superfide le cosl dette curve eccezionali, se la superficie non 6 ri- 
feribile ad una rigata *). Nel trattato in cui il Picard, coadiuvato dal 
SiMART, va esponendo la Thiorie des fonctions algibriquts dt deux varia- 
bles indipendanies **), accanto alle sue proprie ricerche analidche egli ha 
pur fatto posto ad una parte di quelle geometriche di Castelnuovo ed 
Enriqijes. 

La geometria sopra una superficie si applica — non occorre dirlo — 
a varietc^ algebriche doppiamente infinite qualunque. Cosl il Fang se n*d 
servito nello studio delle congruenze di rette. Ed altri giovani si sono 
ora messi a coltivarla, tra cui De Franchis e Severi. Fra le tante que- 
srioni a cui tendono le ricerche attuali citer6 la seguente, di grande im- 
portanza : t possibile fissare sopra una data superficie algebrica un nu- 
mero finito di sistemi continui di curve, si che ogni altra curva alge- 
brica possa dedursi da quelle colle operazioni di addizione e sottrazicne? 
Finora essa era stata risolta afFermativamente solo per certe classi di 
superficie ***). H Severi ritiene di possederne la soluzione per qualunque 



*) V. Castelnuovo-Enriques : Sopra alcune questioni fondamentdli ntlla teoria 
delle superficie algebriche [Annali di Matematica (3), VI (1901), pag. 165]. Ivi son 
citati anche i lavori precedenti. 

••) Paris, t. I (1897); t. II (1900, 1904). 

•••) Cosl il PiCARD {Thiorie, etc., t. II, pag. 246-47) ha un teorema analitico, 
che risolve la questione per quelle superficie i cui integrali di differenziali totali si ridu- 
cono a combinazioni algebrico-logaritmiche. 
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superficie, ma ancora non I'ha pubblicata. Teoremi siffatti hanno un'alta 
iniportanza si geometrica cbe algebrica. Essi permettono di definire per 
le curve giacend su una data superficie certi caraiteri, grazie a cui molte 
proprieti delle curve stesse, per esempio il numero delle loro mutue 
intersezioni, risultino determinate. 

Alia geometria ddle trasformazioni birazionali appartiene anche lo 
studio delle corrispondenze algebriche su una data varieti. Voi sapete, 
o Signori, chc Hurwitz, per mezzo degrintegrali Abeliani e delle fun- 
zioni S, t riuscito a trattare in modo completo le corrispondenze alge- 
briche fra i pund di una data curva algebrica : in particolare le corri- 
spondenze birazionali. Quanto alle corrispondenze suUe superficie alge- 
briche, si hanno solo pochi risultati speciali, di Picard, Castelnuovo- 
ENRiauES e Painlev^, intorno alle superficie che ammettono una serie 
condnua di trasformazioni birazionali. 

Invece per quel che riguarda i gruppi di trasformazioni birazionali 
del piano, essi sono stad determinad completamente : quelli d'ordine fi- 
nito da Kantor e Wiman, quelli continui da Enriques. Enriques e 
Fang hanno poi determinato anche i gruppi condnui birazionali dello 
spazio. In queste ricerche i metodi geometrici hanno servito ben piu che 
quelli analidci. Del resto tutd sanno quanto il grande creatore della teo- 
ria dei gruppi condnui, Sophus Lie, si sia valso dei metodi geometrici 
nella sua costruzione; e come, ad esempio, il problema dclla struilura 
dei gruppi condnui finid si riduca a studiare la intersezione di certe 
varieti Uneari e quadradche 1 

La teoria dei gruppi, sia quella di Galois, sia quella di Lie, si pre- 
senta spesso nelle ricerche geometriche dei nostri tempi. E vi sono si- 
curi indizi cbe la sua influenza sulla Geometria 6 desrinata a crescere 1 

Le varieti di end che si considerano ordinariamente in Geometria 
sono analiiichty od in pardcolare algebriche i definibili cio^ con legami 
analitici od algebrici fra le coordinate complesse dei loro elemend. Ma, 
seguendo la tendenza ad ampliare il campo geometrico, si possono an- 
che studiare delle varieti piCi generali : ottenute cio^ considerando stac- 
catamente, come variabili indipendend, le due componend reali di ogni 
coordinata complessa ; e ponendo dei legami fra le varie coppie di com- 
ponend reali. Se quesd legami sono algebrici, si hanno le cosl dette 

f. Circ MmUm, PsUnmo, u XIX (1905). — Sumpato il 17 geniujo 1905. la 
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varied iperalgcbriche, incorao a cui io ho pubblkato verso il 1 890 alcuoe 
ricerche *). Fra esse vi sono le imagini geometricbe di quelle forme 
quadradche di Hermite a variabili complesse coniugate^ che si sonpr^ 
sentate tanto spesso in quesd anni, coUegandosi ai gruppi di sosdtuziooi 
lineari ed alle funzioni automorfe. Cosi le forme di Hermite nel campo 
quaternario rapprcsenuno delle corrispondenze fra pund e piani mohD 
analoghe alia polariti rispetto ad una quadrica. ConsideraDdole sood 
questo aspetto geometrico, varie quesdoni su quelle fomie, per esempb 
sulle loro espressioni canoniche, sulle loro trasformaaoni lineari 10 si 
stessc, ecc, riescono notevolmente semplificate. 

Fra le varieti iperali»ebriche si trovan pure quelle coniposte dd 
pund reali di una varied algebrica. Cosl dalla geometria degliendrow* 
plessi passiamo a quella degli end reali \ 

Le funzioni di variabili complesse ban fatto trascurare per quald^ 
tempo le funzioni di variabili reali, sebbene qucste sian piCi imporund 
di quelle 1 Ora, o Signori, lo scesso fatto & accaduto in Geometria 1 Sono 
pochi gli scienziati che si occupano delle quisrioni di realiti, o forma, 
topologia ; quant unque esse cosdtuiscano un campo cosi degno di esscrc 
colrivato 1 

Quanto 2l\V Analysis situs, dopo i nod lavori di W. Dyck e quclli 
del PiCARD, si sono avutc, anche ultimamcnte, parecchie ricerche origi- 
nali del Poincar/c su problemi molto generali. 

Intorno alb forma delle superficie algebriche non si 6 piu avuio 
nulla di csscnzialc dopo ci6 che ha fatto il Rohn per le superficie dd 
4" ordinc. Invcce sulla forma delle curve algebriche Hilbert **) ha ri- 
solto alcune question! : per esempio sui rami pari di curve piane che 
possono stare Tuno deiuro Taltro, e sulle curve sghembe di dato ordinc 
col massimo numero di rami. Klein ***) ha studiato le quesdoni di rea- 
liti per le forme di contatto {Beriihrungsformen) della curva canonia 
reale di genere dato {Normalkurve der ^), in base alia disdnzione da lui 
fatta delle superficie simmetriche di Riemann in specie. E qualche altn 
ricerca d stata fatta da F. Meyer ed altri. 



•) Atrt Accad. Torino, torai XXV (1889-90) e XXVI (1890^1), quattro Note; 
e Math. Ann., XL (1892). 

••) Uibcr dU rtcllen Zu^t algehraischcr Curven [Math. Ann., XXXVIII (1891), 
p. II5J- 

♦••) Veber Reaimsverhdltnisse bti der Normalcurve der ^ [Math. Ann., XLH (i893> 
p. IJ. 
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Alcuni scienziaci, come H. Brunn e piii ancora A. Kneser *), 
han tentato di studiare la forma delle curve reali senza porre la con- 
dmone deH'algebricidi, solo ammettendo qualche condizione di condniiid. 
I risulcad piCi notevoli in questa direzione furon ottenuti nel 1899 da 
C JuEL **), specialmente profittando del fatto che in determinati casi 
una corrispondenza reale d'indici p, q ha sempre p^ q coincidenze 
realL 

Infine anche nella trattazione delle curve definite da equazioni dif- 
fcrenziali si 6 discussa la forma delle curve. Citer6 fra i moderni, oltre 
alle note ricerche di PoiNCARfi e Picard, ed a quelle special! di Hadamard 
relative alle trajettorie ed alle geodetiche di una data superficie, una tesi 
dd 1903 di H. DuLAC **•). £ notevole che, per aver la forma delle 
carve integral! di un'equazione differenziale di 1° or dine in prossimiti di 
on punto singolare, si pu6 ricorrere ad un procedimento del tutto ana- 
logo a quello che si usa pei rami reali di una curva algebrica uscenti 
da un punto singolare. 

Dalla geometria complessa ero passato a quella reale. Ma debbo pure 
iwertire che Tastrazione, che ripetutamente ho messo in evidenza come 
ttn carattere della Geometria moderna, ha avuto anche Teffetto di mol- 
dplicare, per cosl dire, le geometric complcsse. 

Da un lato si pu6 avcre Topportuniti di considerare certi enti geo- 

metricT come punii di nuova natura, avend per coordinate numeri com- 

plcssi di specie superiore. Cosl nello studio delle varieti iperalgebriche, 

fin nd problem! piii semplid che nascono dalla considerazione dei rami 

real! di una curva algebrica, si son presentad spontaneamente dei punii 

Unmplessi •^. 

lyaitra parte, come strumend di ricerca, si sa bene, fin da! lavori 
di Grassmann e di Hampton, che varie sorte di numeri complessi pos- 
soD servire utilmente in Geometria. Cosl con tali numeri si son rappre- 
XDtad analiticamente i movimend, e poi anche i gruppi linear! omo* 
poei, ecc. In quesd uldmi anni, seguendo un andco accenno di Cufford, 



•) Math. Ann., XXXI (1888), XXXIV (1889) e XLI (1893). 
**) IfUrodudkm d I'ituii des courhes graphiques (Mem« Acad. Danemark, 
Kjabcnhavn, 1899). 

***) Rubtrcbis sur Us points singuliers des Equations diffirentidUs (Paris, 1903)* 
*) V. il mio lavoro giii dtato di^ Math. Ann., XL (1892), 
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si son considerad in particolare i tre siscemi di numeri complessi a due 
uniti a -^ bt, in cui il quadrate dell'uniti e vale — i, -f- i, o. Essi 
rappresentano in un certo senso le tre geometrie iperbolica, cilitdca, pa- 
rabolica. Quelli con c' = o ebbero applicazioni importand, specialmente 
nella geometria della retta, da vari scienziad: Study, Kotjelkikoff, 
Seiliger, Johannes Petersen *). Nella Gtometrit der Dynamen dello 
Study ne t fatto ampio uso. Assumendo tre di quesd numeri come 
coordinate omogenee di una retta nello spazio, la geometria metrica delle 
rctte c dci con.plessi lineari o dinami acquista una singolare sempliciti 
ed eleganza ! £ notevole che questa geometria metrica viene a differire 
da queila ordinaria per quel che riguarda gli elemend all'infinito. Vo- 
lendo render chiuso il conrinuo formato dalle oo* rette proprie dello 
spazio, lo si puo completare aggiungendo non le ordinarie rette all'in- 
finito ma gli ordinari pund all'infinito **)1 

Non t improbabile che anche altre specie pardcolari di numeri com- 
plessi vengano a rendere importand servizi alia Geometria! 

Anche una limitazione del corpo dei numeri adoperad in Geometria 
sembra desdnata ad un awenire ! La teoria aritmedca deUe forme nel 
campo dei numeri interi equivale ad una geometria del redcolo (^Zablen- 
gitter) cosdtuito dai punti delle coordinate inUre. Di ci6 ha fatto no- 
tevoli applicazioni ad es. H. Minkowski nella sua a Geometrie der 
Zahlen » ***) e altrove. Similmente PoincarA in una memoria del 1901 
<c Sur Its propriiiis arithmiiiques des courbes algibriquts » ****) ha comin- 
ciato a considerare le curve piane algebriche a coefficiend raT^iotialiy dal 
punto di vista del gruppo di quelle trasformazioni birazionali i cui coef- 
ficiend son pure razionali. Si hanno allora, per Tequivalenza di due cur- 
ve da qucsto punto di vista, dei criteri nuovi, piu restritdvi che nella 
ordinaria geometria sopra una curva. Cosl, oltre al genere, compajono 
cerd nuovi caratteri invariandvi. 

Una geometria dei pund di coordinate razionali si presenta come 
una necessity matemadca a chi accetd il concetto di Kronecker e di 



•) V. le citazioni a pag. 207 e 208 del libro di Study. — II nome Petersen 4 
stato poi rautato in Hjelmslev. 

••) V. anche Study, Ein neuer Zweig der GeometrU [Jahresb. der Deutschen 
Math.-Verein., XI (1902), p. 97]. 

•••) Leipzig 1896. — V. anche Math. Ann., LIV (i90i)> p. 91. 

••••) Journ. de niath. (5) VII, p. 161. 
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GusTAVE Robin *), che esdude daH'Analisi i cosl detti numeri irrazionalil 
Si avvera quanto il Klein **) nel 1892 profetava: cio6 che col 
tempo la unione della Geometria coUa teoria delle funzioni noa sarebbe 
piii bastata, ma come terza alleata avrebbe dovuto entrare la teoria dei 
numeri I 

Cosl, o Signori, il mio discorso — che, per non stancarvi troppo, 
io debbo troncare — ritorna al suo punto di partenza. Quantunque io 
non abbia nemmen parlato della geometria difFerenziale, di quella che 
MoNGEjchiamava « Application de V Analyst h la Giomiirie », pure voi 
avrete notato quanto numerosi siano gli analisti, che io ho citato per le 
loro ricerche geometriche 1 Ci6 deriva, io credo, non solo dal possedere 
TAnalisi strumenti potenti per la trattazione dei problemi geometrici, ma 
anche dal fatto che i campi geometrici piu coltivati ai nostri giorni pre- 
sentano questo carattere: d'interessare in un modo o nell'altro anche 
gli analisti. Ed ora questi intendono bene Timportanza della Geometria. 
E cosl, per dare ancora qualche esempio, la concezione geometrica delle 
equazioni diflferenziali 4 accolta da tutti ***) ! E cosl voi vedete Wirtinger 
e PoiNCAR^ ricorrere a certe varieti iperspaziali nei piu recenti studi 
delle fimzioni Abeliane e delle ; e Pincherle, che rappresenta le fun- 
zioni analitiche con pund di uno spazio ad infinite dimensioni, traendone 
grandi vantaggi nello studio delle operazioni funzionali; e i trattati ul- 
timi di Ficard, di Hensel-Landsberg, di Krazer, e di altri, che si val- 
gono ripetutamente delle rappresentazioni geometriche 1 Finora queste 
rappresentazioni si son fatte specialmente per le funzioni algebriche e 
loro integrali. Ma, se il parallelismo fra Geometria ed Analisi sari esteso 
a campi numerici e funzionali piCi ampi e piCi vari, ne potranno deri- 
vare nuovi punti di vista e nuovi importanti risultati per entrambe le 
sdenzel 



*) Tbiorie nouvelle its fonctions, exclusivement fondle sur Vidie de nombre, Pa- 
ris 1905. 

') RiEMANN'^^ibe Pldcben, II. [Lithogr. Vorles. Gfittingen 1892, p. 71]. 
') Cfr., fra tante, le ricerche geometriche di E. von Weber per la Tbeorie 
dtr Systeme FvAFv'scber GkUbungen [Math. Ann., LV (1902), p. 386]. 
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SULLE CURVE RAZIONALI DEL QUINTO ORDINE. 

Memoria di Giuseppe Marietta, in Catania. 



Adunania del 27 noTcmbre 1904. 



Prbfazione. 

Nel presente lavoro si tratta delle curve razionali del quioto ordine: 
e precisamente della normale studiata direttamente, e delle altre consi- 
derate (Cufford) come proiezioni *) di questa. 

La quintica razionale normale c h studiata nel dp. I ; notevoli sono 
le rette per ciascuna delle quali passano oo' spazi quadrisecanti la curva, 
e che son chiamate rette /. Dallo studio del sistema di queste rette, 
seguono moke importanti proposizioni circa le altre quintiche ra^onali. 
Si studiano, inoltrc, le omografie involutorie aventi la c come invariantei 
e le coniche t ad esse inerenti ; da questo studio dipendono le condizioni 
a£Bnchd le altre quintiche razionali siano omologiche. 

Nel Cap. II si studiano le curve razionali del quint'ordine immerse 
in [4] : ciascuna di esse giace sopra una (sola) rigata cubica, ed d secata 
in quattro punti dalle coniche di questa. Notevole mi sembra il teorema 
del 5 7> ?^^ ^ui ^^^ u^^ curva razionale d'ordine qualunque e immersa 
in uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni, si possono de- 
terminare, in questo spazio, le omografie aventi la detta curva come 
invariante. Da questo teorema seguono moke conseguenze nei due capi- 
toli seguenti, nei quali si tratta delle quintiche razionali gobbe e piane. 



*) La quartica gobba razionale fu studiata, analogamente, consfderandoki quale 
proiezione della nonnale. Marletta, Studio giometrico ddla quartica gohba ra:^u>naU 
[Ann. di Matem., serie III, tomo VIII (1905)]. 
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Nell'ultimo capicolo si interpetrano , nella geometria della retta, i 
risultad ottenud nei quattro capitoli precedend, enunciando, cio^, dei 
ceoremi circa le n'gate gobbe del quinto grado, delle quali si di pure 
una dassificazione. 



I. 
Quintica razionale normale. 

1. Sia c una curva razionale del quinto ordine immersa in uno 
spazio 2^ da cinque dimensioni. I suoi ranghi sono : otio il primo e il 
terzo, nave il secondo. Un punto qualunque P di 2 e I'iperpiano dei 
pund d'iperosculazione dei cinque iperpiani iperosculatori c uscend da P, 
sono *) polo e iperpiano polare rispecto ad una determinata polariti 
nulla di 2^ , cbe indicheremo con 11. £ inoltre noto che gPiperpiani 
proiettand i singoli pund di Cy da due spazi **) quadrisecand questa 
stessa curva, generano due fasci omografici. Per cui, considerando le for- 
me polari rispetto a n, abbiamo che gl'iperpiani iperosculatori c punteg-. 
giano omograficamente due qualunque rette ciascuna comune a quattro 
iperpiani iperosculatori, e quindi in pardcolare due tangend di c. 

2. Dal computo delle costand segue che per una retta generica di 
S^, passa un numero finico di spazi quadrisecand c. Se per una retta r 
di 1 passano i due spazi 5 e S^ quadrisecand c, si consideri il cono 
quadrico avente r per vertice, e passante per S^, S^^ q S^', ove S" 6 lo 

spado iodividuato da r e da uno qualunque degli oo' piani trisecanti c e 

iaddend r. 

Questo cono quadrico condene interamente c : ne segue che 

Per una retta qualunque di £5 passa un solo spazio quadrisecante c; 

owtro ne passano 00' formanti gli spa^i gencratori di uno stesso sisiema 

£ m cono quadrico avente quella retta per vertice. 

Le 00^ rette di 1^ per ciascuna delle quali passano 00' spazi quadri- 

secanti c, saranoo chiamate, per breviti, rette I, e le 00^ rette per cia- 



*) CuFFORD, On the classificaHoH of loci [Phil Transactions of the Roy. Soc. of 
l^>odon, L CLXDC (1878), Ptrt 11]. 

*^ In tutto questo lavoro chiameremo spa:^io ogni [3]. 
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scuna delle quali passano quattro iperpbni iperosculatori c, saranno chia- 
mate rdU s. Inoltre indicheremo con X e i gli spazi polari delle recte / 
ed s rispetto a II. Dunque : 

In una spa:^io di 2^ esisU una sola reUa s, owero nc csisiono oo' 
formanti una scbura rigaia. 



3. Sia Sj uno spazio generico, e O tin punto qualunque fuori di 
esso. Per un punto generico di 5^ passa una sola retta che giaccia in- 
sienie con O in uno stesso spazio a. Le rette siffiitte formano dunque 
una congruenza (p) d'ordine uno e di una certa classe x. Le 00' rette 
I di Oy secano 5, in una curva singolare per (p), e il cui ordine indi- 
cheremo con V. £ chiarOy inoltre, che le 00' rette di (p) uscenti da un 
punto singolare per questa congruenza, sono le generatrici di un cono 
quadrico. Allora per note formole drca k congruenze di ordine uno e 
classe Xy abbiamo : 

2y = x{x — i) e 4t = x(x-|-i), dacui x=3 e ^ = 3. 

Condudiamo che 

£/ oc' retU I uscenii da un ^mio generico di £^, formano un cono 
cuhu'^ ; e in un piam generico esistono tre rette tali dk i rispettixn spa^i a 
passi':^ Ter un Mi«iJ dato. 

Quesn^ tre rette sono i lati del triangolo avente per vertid i tre 
punti del piano, ^>er ciascuno dei quifi passa una retta / uscente dal 
punto da^.*^. 

4. Ga sfud T usnend da un punto O, sooo oc* : per una retta ge- 
nehcjL vii c^ ne pus^ uno sok\ come uno sdo oe poo giacere in un 
iperpaav> ge::eri:o jsccate di O. PrefKiendooe le forme polari, e tenendo 
con^? del ^^>nKIU precedeate, abbbmo: 

Lt ritie s di Ml iT^ifjiim: S^ sumf ae', e prKisatmeaU somo k g^ 



•♦*<• 



^aesci rorrii cccvcl cx>i in rdiriijpe «i 



IKCSOO A 



[Mon. 
^ ^rak aJDShJcniiDO 
.frfcTfKJmo sofaito 
^ sst ij r jia cgfeica on piaao dojypio 
te. :i id cap. I ddb 
R. Aix. £ Todno, 
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Visto che in uno spazio di S ne giace una sola, come pure una sola 
ne passa per un punto generico di detta forma. 

Gli spa:(i X di S^ sono oo' e prectsamente sono gli spaxj passanti per 
gV c»' piani delta forma cubica ora detta. 

5. Sia g[ un'involuzione quadratica razionale esistente fra i pund 
di c, e indichiamo con £ ed f i punti doppi di ^*. Le congiungenti i 
punti coniugati di questa involuzione, formano una rigata (razionale) 8 
del quarto ordine. Per un punto qualunque di 6 passa una (sola) conica 
(direttrice) di 6 ; e le oo' coniche di questa superficie si ottengono tutte, 
secando cogl'iperpiani passanti per due generatrici qualunque di essa. 
In tal modo si vede, inoltre, che ciascuna conica di 6 contiene un (solo) 
punto di c. Viceversa si noti che ogni rigata 6 del quarto ordine di 2^ , 
senza direttrice rettilinea *), si pu6 considerare come costituita dalle 
congiungenti i punti coniugati di una g[ di una quintica razionale nor- 
male. Infatti basteri riferire biunivocamente le generatrici di 6 alle coppie 
d'iperpianiy di un fascio, coniugati in un'involuzione ordinaria. 

Indichiamo con e ed / le coniche di 6 passanti per E ed F, Se 
A t B sono due punti coniugati qualunque di g\ , gl'iperpiani proiettanti 
i punti Ay By £", F, e passanti per due generatrici arbitrarie di 6, for- 
mano un gruppo armonico, per cui possiamo dire che i punti AB.e e 
AB.fy separano armonicamente la coppia AB. Viceversa & chiaro che 
le sole coniche e ed f separano armonicamente tutte le coppie di punti 
coniugati della gl, Le coniche come e ed /, cio6 ciascuna delle quali 
contiene un punto di Cy e giace nella rigata costituita dalle congiun- 
genti i punti coniugati di una gl di c, avente il detto punto come 
doppio, saranno chiamate, per amor di breviti, coniche t. Le due coniche 
/, direttrici della rigata avente per generatrici le congiungenti i punti 
coniugati nella g[ avente per punti doppi i due punti di c posti in esse 
coniche, si chiameranno associate (fra loro). £ chiaro che fissata una 
conica /, esiste un'altra sola conica / ad essa associata. Per un punto 
qualunque di c passano oo' coniche ty giacch^ oo' sono le involuzioni 
quadratiche razionali fra i punti di c, aventi quel punto come doppio. 



•) Proiettivamente parlando, esistono due tipi di rigate del quarto ordine im- 
merse in iin [5]. Vedi Segre, Sulle rigate ra:^ionali in uno spa^^io linear e qualunque 
[Atti ddia R. Ace di Torino, voL XIX (1884)]. 

Rmd, Gr$. MaUm. PsUrmo, t. XIX (1905). — Stampato il |0 febbrajo 1905. 13 
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Una qualunque corda AB di c^ incontra una ed una sola conica / uscente 
da un punto E di c, quella precisamente che si ottiene considerando la 
gl^E'^. Le coniche t sono in numero doppiamente infinite, per cui 
concludiamo che: 

Una quintica rationale normale t trasformata in st stessa da oo^ 
omografie involutorie dotate di due piani di punti uniti, 

£ chiaro, poi, che non esistono omografie involutorie di 2^ diverse 
da queste, che trasformino in sd stessa la curva ora detta. 

6. Sia P un punto qualunque della congiungente due punti A t B 
di c: vogliamo trovare il numero delle coniche / passanti per P. Sia /^ 
una di queste, e y I'omografia involutoria di 2^ , che trasfonna c in s6 
stessa, ed ha il piano di i^ come uno dei due piani di punti unid. Sic- 
come P h unito per y, cosl sari pure unito per questa omografia, Tiper- 
piano 7c polare di P rispetto alia polariti nulla 11 (§ i). Ne segue che 
dei cinque punti wf, uno E^ sari unito per y, e gli altri quattro E^, E^, 
E^ , £j saranno divisi in due coppie di punti coniugati rispetto all'involu- 
zione che y determina su c. Indicando con E^ E^ , E^ E^ queste due cop- 
pie, il piano di /^ contiene tre punti (non allineati) di w, e precisamente con- 
tiene i due punti E^ £^3 • ^ > -^^ ^j • ^ > ^ ^1 punto P. Segue, inoltre, che E^ 
giace in /, . Viceversa Tinvoluzione Ef^ 0= i, 2, 3, 4, 5), determina in 1 
un'omografia involutoria y trasformante c in s6 stessa, e avente un piano 
di punti uniti passante per P. In effetti siccome AB h una retu unita 
per y, pure unito sari il suo spazio polare rispetto a 11, e quindi anche 
unito Tiperpiano tc polare di P, dovendo passare per E^ . Ne segue che 
P 6 unito per y, e che giace nel piano di punti uniti passante per E.i 
Concludiamo che : 

Per un punto qualunque di una corda di c, passano cinque coniche U 
Ragionando analogamente si dimostra che : 

Per un punto qualunque di una tangenie di c, passa una (iola) co- 
nica t. 

7. Si consideri una qualunque conica t : I'iperpiano iperosculatore 
c nel punto cty & unito per Tomografia involutoria y trasformante c in 
s& stessa, e avente come uniti i punti del piano di /. Ma gl'iperpiani 
uniti per y, sono quelli uscenti da uno dei due piani di punti uniti, per 
cui I'iperpiano iperosculatore ora detto, contiene /, non potendo conte- 
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nere altri punti di c diversi da quelle d'iperosculazionc. Ed ora, siccome 
griperpiani polari dei punti del piano di \^ rispetto alia polariti 11, sono 
unid per y, cosl concludiamo che : 

/ ^m delU conicbe t sono auiopolari rispetto alia polariti nulla U. 

8. Le rette / di uno spazio generico, formano una congruenza d'or- 
dine tre, e di una certa classe che calcoleremo fra poco. Ma se lo 
spazio b quadrisecante c, le sue rette / costituiscono un complesso qua- 
dratico, giacch^ gli oo* spazi <y uscenti da un punto qualunque di 2^, 
sono gli spazi degli oo* coni quadrici contenuti nel cono cubico (§ 3) 
delle rette / uscenti da quel punto. 

9. In uno spazio generico, esistono 00' piani appartenenti a spazi 
ff: essi formano un fascio gobbo, di cui vogliamo calcolare la classe. A 
tal fiae si osservi che se un piano uscente da un certo punto P, giace 
in uno spazio <y, esso contiene (§ 8) due rette / uscenti da P. Or sic- 
come in uno spazio generico per P, esistono (§ 3) tre rette / uscenti 
da P, cosi segue che la classe richiesta t tre. 

10. Se una retta ruota attorno a un punto P in un piano ^, lo 
spazio 9 passante per essa, genera una forma del quarto ordine : infatti 
lino spazio generico passante per ^, la seca ulteriormente in tre piani 
(5 9) (uscenti da P). 

Fra le rette di un piano p e i punti di un altro piano y, si pu6 
stabiUre una corrispondenza nella quale sono omologhi una retta di ^ 
c un punto di y, posti in uno stesso spazio <y. Tale corrispondenza fra 
? e Y fe (3, i) (§ 3); ed 6 del quarto ordine. Se quindi indichiamo con 
X il numero delle rette / poste in un piano generico, e con y il numero 
degK spazi <y secanti secondo rette entrambi i piani p e y, si deve avere 

2\x-|-^ = 4* — 3i ^^^^ 4^ + ^^ = ^3- P^r determinare x e y^ ser- 
viamoci, per ora, del principio sulla permanenza dei numeri; e precisa- 
mcnte consideriamo due piani {i e y incidenti. Allora se uno spazio <r 
seca secondo rette sghembe questi due piani, esso apparterrd airiperpiano 

?T- Dunque gii vi sono I ^ 1=5 spazi <r secanti secondo rette (sghem- 

w) entrambi i piani P e y. Ma, inoltre, per quanto si disse in principio 
^ questo paragrafo, vi sono quattro spazi <r uscenti dal punto P Y> ^ 
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secanti secondo rette quesd due piani, onde concludiamo che d ^ = 9, 
e quindi x = i *). 

11. Del resto senza servird del principio sulla pennaneaza del ou- 
meri, possiamo dimostrare che 6 x = i, e quindi y ^= 9- 

Infatti se in un piano ^ esistono due rette /, incidenti in un punto 
P, esse apparterranno ad un (solo) cono quadrico del cono cubico (§ 3) 
a tre dimension! costituito dalle rette / uscenti da P. Per cui il piano 
P giacendo in uno spazio <r, possiede (§ 8) 00' rette / formanti un fascio 
di second'ordine. Possiamo dunque concludere che 

In un piano generico di 2^, esiste una sola retia I. 

In uno spazio generico le rette / formano dunque una congruenza 
di ordine tre e di classe uno, avente un fascio gobbo di classe tre sin- 
golare, e in ogni piano di questo le 00' rette / costituiscono un fascio 
di second'ordine. Per cui devono essere soddisfatte le note relazioni circa 
le congruenze di classe uno e di ordine qualunque, e infatti si ha iden- 
ticamente : 3.2(2 — i)=:3(3 — i) e 3.2* =1 3(3 -{- i); questa osser- 
vazione valga come verifica dei risultati dati in questi uldmi paragrafi. 

12. Per un punto qualunque di 2^ passa un sol piano trisecante c. 
I piani trisecanti c e incidenti una retta r, determinano su questa 

curva 00' terne di punti, tali che dato un punto di c, ne restano deter- 
minate tre contenenti detto punto. I piani trisecanti c e incidenti un dato 
piano, determinano su c 00' terne di punti, tali che a due punti qua- 
lunque di questa curva, ne appartengono tre. Segue che sono nave i 
piani trisecanti c e incidenti una retta e un piano (in posizione generica). 
Concludiamo che 

/ piatii trisecanti c e incidenti una data retta, formano una varicti 
d'ordint nove. 

Analogamente si dimostra che esistono diciotto piani trisecanti c, 
incidenti una data retta, e secanti secondo rette un dato spazio (in po- 
sizione generica con la retta). Ed ora, osservando che un iperpiano pas- 
sante per questo spazio, contiene dieci piani trisecanti c, concludiamo che 



^) Che sia y = 9 si pu6 dimostrare pure come segue. Gli spazi 9 secanti un 
piano qualunque secondo una retta, determinano su c una doppia infinite di quaterae 
di punti, tali che per due punti di c ne passano tre. Ne segue ;f s= 3 . 3 =: 9. 
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Lt relit di uno spa^^io qualunque, appartenenti a piani irisecanii Cy 
formano una rigala di grado otto *). 

n. 

Quintica razionale dello spazlo da quattro dimension!. 

I. Sia c^ una curva razionale del quinto ordme immersa in uno 
spazio 2^ da quattro dimensioni. 

La curva c^ ha cinque iperpiani sia:^onariy i cui punti di contatio 
giacciono in uno stesso iperpiano, Se questi iperpiani sta^ionari sono tutli 
distinti, il gruppo dei cinque punti in cui essi sono secati da una tangenie 
alia curva, si conserva proiettivo a st stesso al variare di questa tangente **) 

a s 0- 

La superficie delle tangenti di c^ ^ d'ordine otto, e la varieti dei 
piani osculatori ^ d'ordine nove. Per un punto generico di ^^, passano 
otto iperpiani iperosculatori c^. 

La curva c^ possiede una trisecante (I, § 12). 

Esistono 00* piani quadrisecanti c^, tali che per un punto generico 
di 2 nt passa uno solo; ma esiste una rigala cubica normale 9, per cia- 
scun punlo della quale passano 00' di tali piani, formanti i piani genera- 
Uni di uno stesso sistema di un cono quadrico avente quel punto per vertice 

a ss 2 e 3). 

Un piano generico t secato secondo rette da Ire piani quadrisecanti 

I piani quadrisecanti c^ e uscenti dai punti di una retta generica r 
di 2^, costituiscono una forma d'ordine quattro, giacch^ 4 = 1.1 -}- i-3 
soQo le rette per ciascuna delle quali passa un piano quadrisecante c^, 
e die sono inddenti r ed 5, essendo s una retta qualunque di 2 sghemba 
COD r. Se ora sono a e ^ due piani generici di 2^, i piani quadrise- 
canti c^y stabiliscono fra i punti di a e quelli di ^, una corrispondenza 
cremoniana del quart'ordine. 



*) Chiaxnando omologhi due punti di due piani generici (x e v di 2 , ogni qua! 
voltt stiano sopra una stessa retta I, si ottiene un bell'esempio di trasformazione (3, 3) 
^ (joarto ordine, senza punti fondamentali. 

**) Lo&iA, Intorno alle curve ra^^ionali d* ordine n dello spazio an — i dimen~ 
^^ [Rend, dd Circolo Matematico di Palermo, tomo II (i888)J. 
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I pund fondamentali di a, p. es., per questa corrispondenza, sono 
i puuti oi(fy ciascuno contato due volte, e i tre pund in cui a seca i tre 
piani quadrisecand c^ e incidend ^ secondo rette. Per cui si ha idend- 
camente 14^ — i = 3.2* -}■ 3* Questa osservazione valga a cooferma 
delle cose dette. 

2. Siccome per un punto qualunque di 9 passano 00' piani quadri- 
secand c^ y cosl quesd incontrano tutte le generatrid di 9, cio£ : 

/ piani quadrisccanii c^ sono % piani delle coniche della superjicie 9 

a § 8)- 

Ci6 d'accordo col fatto che i piani detd passand per un punto di 
9, sono 00' e formano un cono quadrico. 

Siano A t B due pund di 9 : proiettando questa da ^ e da B, si 
ottengono due coni quadrici secandsi nella 9, e nel piano della conica 
di 9 passante per A e per B, Ed ora siccome i piani delle coniche di 
9 sono quadrisecand c^ , cosi le generatrici di 9 sono unisecand c^ , e la 
direitrice ne ^ la trisecante. Concludiamo dunque che : 

La curva c^ giace in una superjicie cubica 9; le coniche di questa 
sono quadrisecanti c^, le generatrici sono unisecanii, e la direitrice ne t la 
trisecante. 

Per c^ passa la sola superjicie cubica 9 : infatd se per c^ passasse 
un'altra superficie cubica 9,, proiettando 9 e 9, da un punto generico 
M di c^ in uno spazio, si avrebbero due quadriche passand per una 
stessa quardca gobba razionale, e ci6 ^ assurdo se Af non giace nella 
trisecante di c^. Del resto basterebbe osservare che le generatrici di 9 
punteggiano biunivocamente c^ e la sua trisecante, e questa corrispon- 
denza biunivoca ^ perfettamente determinata, giacch^ i tre pund di ap- 
poggio della trisecante, sono tre pund tautologhi. 

3. Proiettando c^ da una generatrice di 9, si otdene un [i]-cono 
d'ordine quattro, avente come triplo il piano passante per la direttrice 
di 9. Ne segue che : 

La quiniica rationale piti generale di 1^^ t Vulteriore ihiersezpnt di 
una rigata cubica (normale)^ con un cono del quarto ordine, avente per 
veriice una generatrice di questa, e per piano triplo quello che passa per la 
direttrice di questa medesima superjicie. 

Sopra una rigata cubica normale esistono dunque 00^ quindche ra- 
ziouali; due qualunque di esse hanno sette pund comuni. 
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4. La curva c^ pu6 sempre essere considerata quale proiezione della 
quintica razionale normale r, fatta da un certo punto (Clifford). 

Un ipeq>iaQO qualunque dello spazio 2 di c^ seca la superficie delle 
cangend di questa, in una curva d'ordine otto con cinque cuspidi, la 
quale, percio, giace in una quadrica (a tre dimensioni). Prendendone le 
forme polari rispetto alia polariti n (I, § i), e secando coU'iperpiano 
2^ di c^ , si ha : 

Gli spa:(i iperosculatori di c^, toccano una stessa forma ijuadratica. 

Questi 00* spazi iperosculatori deterniinano a due a due oo* piani 
X. Per un punto qualunque (di 2J passano ventotto piani S. Per trovare 
11 numero dei piani S secanti secondo rette un piano generico di 2^, 
ragioniamo come segue. La curva d'ordine otto di cui si parla poco 

sopra, possiede I j — 5 = 16 corde incidenti una retta generica del 

[4] in chI essa 6 immersa. Prendendone, al solito, le forme polari, e 
proiettando dal punto su 2^ , si ha : 

Esistotjo sedici piani S secanti secondo rette un piano generico di 2 . 

E analogamente si dimostra che: 

Uno spa^^io generico di 2^, seca in una superficie rigata di grado 
quaranta, il sistema 00' delle rette ciascuna comune a tre spa^^i iperoscu- 
latori di c^. 

5. La curva c^ ha un nodo se il punto O (§ 4) giace sopra una 
corda di c; per cui possiamo (I, § 6) ritenere come dimostrato il se- 
guente teorema : 

La quintica ra:(iofmle di [4] dotata di nodo, b trasformaia in sh 
stessa da cinque omografie involutorie con una retta e un piano di punti 
uniti. 

Se c^ ha una cuspide, dei cinque punti di contatto dei suoi spazi 
stazionari, quattro sono infinitamente vicini, per cui concludiamo (I, § 6) 
che: 

La quintica rai^onale di [4] dotata di cuspide, t trasforntata in st 
siissa da una (^sola) omografia involutoria, con una retta e un piano di 
^ntt unitu 

Le congiungenti i punti della c^ dotata di punto doppio, che sono 
coniugati in una omografia involutoria di 2 , avente c come invariante, 
wno le generatrici di una rigata cubica normale (I, § j), avente per 
^iiettrice Tasse deii'omografia. 
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£ chiaro, per6, che esiste un'altra specie di quintica razionale di [4], 
la quale non possiede alcun punto doppio, che ^ trasformata in s& stessa 
da una oniografia involutoria, 11 cui asse t direttrice doppia per la rigata 
(razionale) del quarto ordine, avente per generatrici le congiungenti i 
punti coniugati di c (I, § 5). Ma su tale argomento ritorneremo fra 
poco. 

6. £ noto *) che data una qualunque retta di 2^, resta senz*altro 
individuata sulk curva c^ una involuzione g* , la quale h **) coniugata ***) 
a quella che risulta secando c cogli spazi passanti per la data retta. Ora 
si osservi che gl'iperpiani iperosculatori la quintica razionale normale c, 
secano secondo punteggiate omografiche due qualunque rette s (I, §§ i e 2). 
Ne segue che : 

In 2, csistono 00^ rette tali che la z\ di c determinata da ciascuna 
di esse, possiede una ^| con quattro punti fissi ; ciascuna di queste rette 
seca i cinque iperpiani sta^ionari di c^ , in un gruppo di punti che rimane 
proiettivo a st stesso, al variare della retta. A queste 00^ rette appartengono 
le tangenti di c^, 

Una qualunque r delle 00'* rette ora dette, proiettata dal punto 
(§ 4) di un piano contenente una certa retta s ; I'essere questa nell'iper- 
piano polare di rispetto alia polariti n, d condizione necessaria e 
sufficiente, aflSnch^ il gruppo dei quattro punti fissi relativo ad r sia 
piano. Se ne conclude (I, § 4) che : 

Le rette di 2^ ciascuna delle quali determina su c^ una g* y la quale 
possiede una g'^ con quattro punti fissi in uno stesso piano, sono le gene- 
ratrici di una congruen^a (3, i) posta nello spa^io dei punti di contaUo 
dei cinque spajj sta^^ionari. 

7. Indichiamo con C^ una curva razionale d'ordine n immersa in 
uno spazio lineare S^ z d dimension! ****): essa pu6 considerarsi come 



*) Berzolari, SulU curve raiionali di uno spazio lineare ad un numero qua- 
lunque di dimensioniy n° 10 [Annali di Matematica, serie II, tomo XXI (1893)]. 

••) Berzolari, 1. c. 

•••) Castelnuovo, Studio delVinvolu:(ione generaie sulle curve ra^ionali, etc, 
S I, 14 [Atti del R. Istituto Veneto, serie VI, tomo IV (1886)]. 

****) Per questo § si tolga la restrizione fatta sulla parola spazio fin dal $ i del 
cap. I. 
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proiezione in S^ della curva C razionale normale d'ordine n, fatta da un 
certo spazio 2,_^, . Si indichi con 2^ lo spazio polare di questo rispetto 
alia polariti che C determina in \n\. Se Q ^ un'omografia di 5^ che 
trasforma C^ in sd stessa, essa trasformerd pure in si stessa I'involuzione 
fonkmentak (Stahl) *) di C^, e quindi essa determineri su questa 
curva una omografia subordinata co, che trasforma n — d gruppi qua- 
lunque (linearmente indipendenti) dell'in-voluzione fondamentale, in altret- 
tand gruppi di questa medesima. Viceversa, sia co una siffatta omografia 
fira i punti di C^, essa sari proiezione di un'altra omografia fra i punti 
di C, la quale i subordinata ad una omografia Q* dell' [n] di C, che 
trasforma n — d iperpiani appartenenti a 2^ » in altrettanti iperpiani 
siSitd. 

Ne segue che Q' trasforma n — d punti (linearmente indipendenti) 
di 2^^, , in altri n — d punti di questo stesso spazio. Ci6 mostra che 
per tt' lo spazio 2^^^_j 6 uno spazio unito, per cui co determina in S^ 
uoa omografia che trasforma C^ in si stessa. Concludiamo che : 

Condi^iione necessaria e sufficiente affincht un omografia a> esistente 
ftai ptinti di C^, determini nello spaT^io di questa una omografia che tra- 
iformi C^ in st stessa, t che co trasformi n — d gruppi (linearmente indi- 
^nti) delViwvolu^one fondamentale di C^, in altrettanti gruppi di questa 
mitsima involu::^ione. 

Per d =1 n — i Tinvoluzione fondamentale si riduce ad un sol 
groppo, e precisamente al gruppo dei punti di contatto degl'iperpiani 
stazionari di C^, per cui ritroviamo un teorema noto **). 

8. Lo spazio iperosculatore c^ in un punto P, seca di nuovo la 
cum in un altro punto P, : lo spazio iperosculatore c^ in P, , sechi 
questa in P^; e cosl via sino ad ottenere un certo punto P^, che sard 
dnamato successive w"'""* di P. Esistono 4" + i punti P coincidenti col 
rispcttivo P.. I cinque punti stazionari appartengono a tutti i gruppi^ 
8e diremo gruppo d'ordine n quello costituito dai punti che coincidono 
col Icro successivo n*"^®. Per « = 2 abbiamo che esistono sei coppie 
di poQti di c^ , tali che lo spazio iperosculatore a c^ in un punto di una 
<|QaluQque di esse, passa per I'altro punto. Si hanno cosl sei corde prin- 



*) Vedi pure Berzolari, 1. c. 

^ LORIA, L c, ID. 
!■<. Grc UaMtm. FsUnmo, t. XIX (1905). — Sumpato U a febbrajo 1905. 
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dpali della c^ . Per n pari, gli estremi di queste corde fanno parte delk 
4* -{" I coiocidenze di cui poco sopra si parla. 

9. Nel caso che la curva c^ sia dotata di punto doppio, essa d su- 
scettibile di una rappresentazione paramecrica, tale che sia semplicissima 
la relazione che lega i parametri di cinque punti della curva posti in uno 
stesso spazio. Quesa relazbne b *) 

A A A A A — " !• 

Ne segue che indicando con X il parametro di un punto qualunque 
P di c . i parametri d^li altri n pund che si ottengono conducendo 

successivamente in essi gli spazi iperosculatori c^, sono >"*, X^"*^> 
X*"^^' , . . . , V"*^*. Se w 6 pari fra i punti che coincidono col loro suc- 
cessivo w*"*^, vi 6 certamente il punto doppio contato due volte, per 
cui non tenendone conto, il numero dei punti ora detti h in ogni caso 
4" -|- ( — i)*"', come del resto si deduce dall'equazione X := X^"^*, doi 

(i) V*"^^~'^*"' = I. Pongasi m = 4" + ( — i)*~'; questo numero m 6 
sempre divisibile per 5 : infatti se n t pari, 4* termineri col numero 6, 
e se n ^ impari, 4" terminer^ col numero 4. Segue che i punti stazio- 
nari di c appartengono a tutti i gruppi, come si era gii osservato nei 
paragrafo precedente. 

Siano P, , P, , Pj , P^ quattro punti di un gruppo d'ordine n : dice 
che il loro spazio seca ancora c^ in un punto P^ dello stesso gruppo. 
E infatti ciascuno dei parametri \ dei punti P.(i = i, 2, 3, 4, 5), 4 

per ipotesi radice m*"°" di i, per cui an che X = 6 una sif- 

\ \ Aj A^ 

fatta radice. 

10. Si facda n = 2: la (i) diventa X'^ = i. Fra le radici di questa 
equazione sono le radici quinte di i, che sono i parametri dei punti 
stazionari. Onde le carde principali (§ 8) di c^ si riducono nella presente 
ipotesi, ciod che la curva c^ h dotata di punto doppio, a cinque. Gli ar- 
gomenti dei parametri degli estremi delle cinque corde principal!, sono : 



^ Zbcca, Sopra una classe it curve ra^iamli III. [Gionude di Matenutiche, 
VOL XXV (1887)]. 
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29P 2^ 

15 ""15 

2^ 21V 

2 7 

15 ^ 15 

2^ 2^ 

2ir 2ir 

-^ 15 15 

o2fP 2W 

8 — 13 , 

15 ^15' 

ove sono scritd in una stessa orizzontale, gli argomend dei parametri 
spettand agli cstremi di una stessa corda principale. Osserviamo che, ogni 
qualvolta la somma di cinque di quesd argomend di un muldplo di 2 tt, 
i dnque pund corrispondend stanno in uno stesso spazio. 

2 TC 2 TC 

Indicaodo con k — e A — gli argomend dei parametri reladvi agli 

estremi di una stessa corda principale, si ha: 

4Jfe-|-i:=i5n e k -\- 4b =: i^n', 

dove n e If' sono numeri interi. Lo spazio di due carde principali passu 
ptr un punto stai^ionario, giacchi si ha: 

= ijn— 3*+ 1511, — 3*, = 15? — 3 (* + *,)> 

onde lo spazio detto condene il punto stazionario il cui parametro ha 

2^ 
per argomcnto (k + t,) — . 

in. 

Quintica gobba razionale. 

I. Sia c^ una curva ranonale del quinto ordine dello spazio 2, a 
tre dimensionL Essa pu6 sempre (Cufford) considerarsi come proiezione 
^ quintica (razionale) normale, da una retta 0. Dal ^ i del cap. I, 
^deduce che: 

La svUuppabile osculatriu di c^ t d'ordint olio, t di classe nove. La 
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curva Cj, inolirc, t dotata di otto piani stUTJonari (a contatto quadri- 
punio) *). 

Una quiniica gohha ra:(ionale dotata di quattro piani staT^ionari sin- 
golari distinti, dot a contatto di quart'ordine, ha le tangtnti appartenenti ad 
un complesso tetraedrak (di Reye) avente per tetraedro fondamentale, quelle 
costituito dai deiti piani staxionari singolari (I, § i). 

Questo teorema vale pure per una curva gobba razionale d'ordine w, 
con quattro piani a contatto n-punto. 

Si hanno due specie **) di quintiche gobbe razionali: le curve della 
prima specie contengono una sola quadrisecante, quelle della seconda specie 
contengono infinite quadrisecanti, le quali sono le generatrici di una schiera 
rigata (I, § 2). 

2. Uno spazio generico di 2 seca la varieti dei piani osculatori della 
quintica razionale normale c, in una curva razionale d'ordine nove, con 
otto cuspidi nei punti in cui quello spazio seca la superficie delle tan- 
genti di c. Com'd noco, le trisecanti di una sifFatta curva, sono le gene- 
ratrici di una rigata di grado 56. 

Prendendo ora le forme polari rispetto alia polaritii nulla II (I, 5 i)> 
segue che: 

i ^6 il grado della rigata costituita dalle rette, per ciascuna delle 
quali passano tre piani osculatori di c^ . 

La curva d'ordine nove, di cui si park in principio di questo para- 
grafo, ^ dotata di 1 3 quadrisecanti. Onde : 

Esistono in 2^ tredici rette per ciascuna delle quali passano quattro 
piani osculatori di c^ . 

Dal 5 12 del cap. I, segue senz'altro che: 

Le trisecanti di c^ formano una rigata ra:(ionale di grado otto ***). 

3. Sia c^ trasformata in sh stessa da una omologia armonica di 2 , 
o, come brevemente diremo, sia c^ omologica. La retta (? (S i) deve iu- 
contrare in due punti una conica t (I, § 5); viceversa, ci6 6 sufficiente 



*) Vedi, p. es., Berzolari, Sulla curva gohha rationale dtl quinto ordine (Mem. 
R. Ace. Lincei, 1893). 

••) Bertini, Sulle curve gohhe raiionali di /° ordine, (Collect, math, in memoriam 
DoMiNici Chelini, pag. 312). 
*) Bertini, L c. 
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affinchi Cy sia omologica. Ora si osservi che il piano osculatore c nel 

pimto che questa ha in una qualunque conica t, seca il piano di questa 

secondo una retta. Per cui ogni retta del piano di /, ^ Yunica retta in- 

cidente il piano osculatore ora detto, e due determinate corde di c in- 

cideod il detto piano di /. Se ne deduce che: 

La condiT^iane necessaria i sufficienU affincht c^ sia omologica, i che 

S'Ui dotata di due punti doppi, uno (almeno) nodale; e che in uno dei due 

pun& farmanti la coppia armonica ad entrambi i punii doppi, la curva abbia 

u^m tangente d'inflessione, Questo punio sard il centro d'omologia. II piano 

d'omologia t quelle che passa per i punti doppi, e per quel punio che in- 

sime col centro d'omologia costituisce la coppia armonica a questi *). 

La c^ omologica ha un piano sta^^ionario singolare, nel centro di onto- 

•«F (I, S ?)• 

4. G)n ragionamenti analoghi a quelli del ^ 6 del capitolo prece- 
dcnte, si vede subito che data una c dotata di quattro piani stazionari 
singolari, scclta una retta generica di 2^ , resta senz'altro determinata su c^ 
una ;|y la quale condene una sola ^| con quattro punti fissi, che t 
Imvolurione fondamentale di c^ . Per6 : 

Vi sono oo' reite di 2^, tali che ciascuna delle loro g^ corrispondenti 
su Cj, contengono oo' g^ ognuna dotata di quattro punti fissi. Queste oo' 
rrfte mtiiuiscono un complesso tetraedrale, la cui super fide singolare t for- 
»wto dot quattro piani staT^ionari singolari. Le tangenti della curva appar- 
^fono a questo complesso. 

5. Consideriamo la c^ dotata di quattro piani stazionari singolari, i 
^ pund di contatto siano Ay By C, D. G)n quesd pund possiamo de- 
tcnnioare su c le seguenti involuzioni: 

AC _^B _AB 

La to,, p. es., trasforma involutoriamente il gruppo AB CD M ntl grup- 
po BAD CNy essendo M cd N due cerri punti di c^ Ma entrambi questi 
puppi appartcngono all*involuzione fondamentale di c^ , osservato che 



*) Questo teorema, enundato un poco diversamente, 6 di Ciani, L$ curve 
V^ ra^ionali M quinto ordine invarianti rispetto a gruppi finiti di collineaxioni qua- 
^*n«m [Rend. R. 1st Lomb., serie II, voL XXXVII (1904)]. 
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questa involuzione ha i quattro pund fissi Ay By C, D; per cui a>, tra- 
sforma due (anzi infiniti) gruppi deirinvoluzione fondamentale di c , in 
gruppi di questa medesima. Analogamente dicasi per a>^ e a> . Conclu- 
diamo (II, § 7) che: 

Se una quintica gobba raxionah t dotata di quattro piani staxumari 
singolari, essa t trasformata in st stcssa da ire involu:(ioni assiali *). 

6. Dicasi tv il piano di tre punti A\ B\ C della quintica raaonale 

normale c, e siano a, p, y gl'iperpiani iperosculatori di c in essi. I due 

iperpiani a e ^ si secano in uno spazio che ha con ir un punto M' in 

comune. L'iperpiano (x polare di M' rispetto a n, dovendo passare per 

A\ B* e M', contiene tutto il piano w, per cui pure y passeri per M\ 

A* B* O 
L'omografia w' ^ n* n Jl* ^^ ^^^ indichiamo con £' e f i punti uniti, 

determina in 2^ una collineazione Q! per la quale ^ unito il piano tt, e 
quindi anche unito sari il piano tt' polare di tv. Ma M* giace in tt, per 
cui \L conterri w', e quindi tt e w' avranno in comune il punto Af', 
unito per Q!. L'iperpiano unito \l seca c in altri due punti, i quali non 
potendo essere trasformad I'uno nelFaltro dall'omografia non involuto- 
ria ft)', saranno i pund uniti £' e f di questa. 

Uno spazio ^ di (x per ?r, ha la polare x in tq' uscente da Af' ; lo 
spazio X w ha per polare la retta x' ^^ w'. Le rette del fascio (Af' , w') 
come X e x', sono coniugate in una stessa involuzione ordinaria : d c d^ 
ne siano le rette doppie. La collineazione Q' non pu6 trasformare d^'K 
in dw, giacch6 allora dovrebbe pure trasformare dw in d, w, cio6 quesri 
due spazi formerebbero una coppia involutoria per I'omografia (non in- 
volutoria) binaria che Q' determina fra gli spazi di [x uscend da ir. Dun- 
que Q' trasforma d'K in st stesso, q d^iz pure in sb stesso, cio& dis 
e d^Tz sono gli spazi unid della detta omografia binaria. Ma pure E'l^ 
e F'lr sono evidentemente per questa spazi unid, dunque deduciamo 
dfz ^ E'TZy p. es., e d, TT ^ f w. Se ne conclude che ciascuno degli spazi 
E'l: e F'w condene la propria polare. 



*) CiANi, Sopra alcuni gruppi lineari quaitrnari dotati di quartica, it quintica 
gohba rationale invariante, 8 [Rend. R. 1st. Lotnb., serie II, vol. XXX VII, (1904)]. 
Questo teorema si generalizza per una cuxva gobba razionale d*ordme n, con quattro 
piani stazionari singolari, cio^ a contatto n-punto. 
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7. Sia c^ una quintica gobba razionale dotata di quattro piani sta- 
zionari singolari, i cui pund di contatto indicheremo con A, By C, D. 
Se il gruppo A B CD ^ equianarmonico, la curva c^ si chiamerd equia- 
narmonica. 

Siano A\ B', C, D' i pund di c, dei quali Ay By C, D sono proie- 
arioni: pure il gruppo A' B' C D' ^ equianarmonico, se, come suppo- 
iiiamo, la curva c^ h equianarmonica. Ma allora considerando, p. es., I'o- 

mografia <•>' ^ jv c A* ^^^^^^^^ f*^ ^ pund di c, si vede che essa am- 

mette come unito il punto D\ e quindi per quanto si disse nel paragrafo 
precedente, lo spazio A 5' C D' conriene la propria polare rispetto a n, 
polare che h precisamente la retta da cui si proietta c per ottenere la 
data c di 2 . Viceversa h, chiaro, sempre per quanto si disse nel para- 
grafo precedente, che se A W C D* 6 uno spazio che condene la pro- 
pria polare rispeno a n, il gruppo A B* C D* h equianarmonico. Se ne 
conclude che : 

La condtT^ione necessaria t sufficiente affincbt una quintica gobba ra- 
{male con quattro piani sta^ionari singolari, sia tquianarmonicay t che i 
punti di coniatto di questi piani, siano in una stessa relta *). 

La c^ equianarmonica oltre di essere trasformata in si stessa dalle 
invohizioni assiali di cui si parla nel § 5, ^ (II, § 7) trasformata in st 
iUssa dalle collineaT^ioni di 2^, determinate dalle seguenti omografie bi- 
none: 

ABCD ^ABCD ^BACD _BACD 

''^ACDB' "^' — ADBC' '^^ — BCDA' '^^ — BDAC' 

CABD ^CABD _DABC ^DABC 

'^CBDA' "^' — CDAB' "^^ — DBCA' "^' — DCAB' 

8. Se i quattro pund di contatto dei piani stazionari singolari di c^ , 
formano un gruppo armonico, la curva c^ si diri armonica. La c^ armo- 
^ h trasformata in s^ stessa dalle involuzioni assiali di 1^ , determinate 
^c toj ^ ^JB e ia^^ CD, se sono coniugati (armonici) A q B (q 
quindi C e D). 

9. La c sia dotata di due tangend d'ondulazione : allora la sua in- 



*) Cuia» L c^ 13. 
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voluzione fondamentale ha quattro punti fissi, divisi in due coppie di 
punti infinitamente viciiii, e coincidenti coi punti di contatto A e B delle 
due tangend d'ondulazioce. 

Qualunque involuzione co fra i punti di c^, che abbia come coniu- 
gati A Q By trasforma (involutoriamente) un gruppo deirinvoluzione fon- 
damentale di c , in un altro gruppo di questa medesima involuzione. Per 
cui (0 determina in 1^ un'involuzione assiale, per la quale e uniu la 
curva c . Concludiamo che : 

La quintica gohba rwj^ionale dotata di due iangmii d'ondula:(iom, t 
trasformata in st stessa da una semplice infiniUi di involu:i^iom assiali, ri- 
spetto aih quali son coniugaie le due tangtnii d'ondula:(ione. 

Vogliamo ora calcolare il grado della rigata (razionale) 0, le cui ge- 
neratrici sono gli assi di queste oo' involuzioni assiali. 

Per 6 la Cj 6 semplice, e la retta AB h una direttrice quintupla 
(I, § 6), per cui il richiesto grado di 6 6 olio, 

Le generatrici di sono accoppiate secondo un'involuzione ordina- 
ria, nella quale son coniugate due generatrici assi di una stessa involu- 
zione assiale trasformante c^ in s6 stessa. Per costruire gli assi di una 
qualunque involuzione assiale sifFatta, basterd scegliere su c^ due pund 
E ed F coniugati armonici rispetto ad ^ e 5 : la retta uscente da f e 
incidente AB q h tangente a c^ in f , e quella uscente da questo punto 
e incidente AB c h tangente a c^ in E, sono i due assi richiesci. 

10. Sempre in virtCi del teorema del § 7 del cap. II, oltre delle in- 
voluzioni assiali di cui si park nel paragrafo precedente, 

la c^ con due tangenti d'ondula:(ionc t trasformata in st stessa da 
una semplice infinite di omografie quaternarie {una sola delle quali involu- 
torid)y per le quali sono unite le tangenti d' ondula^ione 

Indichiamo con p una generica di queste omografie, e con i una 
generica delle involuzioni assiali di cui si parla nel paragrafo precedente. 
Evidentemente il prodotto di due delle involuzioni 1, 6 un'omografia/); 
viceversa ogni omografia p t in infiniti modi prodotto di due involuT^ni i. 
Infatti un'omografia p dovendo avere i punti A q B come elementi uniti, 
resta perfettamente determinata se si assegna una sua coppia qualunque 
di punri corrispondenti P e Q & c^, Mz scelto un altro punto arbitra- 
rio i? di Cj, i due punti P t R sono coniugati in una determinata i, 
delle involuzioni i; e cosi pure Q e J? sono coniugati in un'altra deter- 
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muuta involaaone s,. In aDoia la data omografia p ^ evidcottmente, 
il prodoltD ddk doe imrolaaoQi i , e t, ^. 

II. CoDoderiamo oia una quindca gobba raxiooale ^, datita di due 
cuspidi ^ e ^ e di im piano staaonario singolare per dascuna cuspide. La 
sua invohmone fondamcntak avri i due pund A c B come fissi, e son 
due gnippi di quest! involuaooe A -f- 4^ e ^A -|- B. Per cui ogni in- 
voluzione fra i punti di c , per la quale sian coniugati AtB, trasforma 
(involutoriamente) I'uno odl'altro questi due gruppi. Uinvoluzione fon- 
damentale i pore evidenceociente trasformata in s& stessa, da ogni omo- 
grafia esistente fra i pund di c^ , per la quale siano unid i pund Ac B. 

Se ne conclude (II, S 7) <=^- 

La piimtica gobba ras^umak con due cmpidi e un piano sUi:^ionario 

singolare per dascuna cuspide^ t trasformata in st stessa da oo* imwdw(iimi 

assiaU, per dascuna delle quali son comugaH i due punti cuspidaU; e da 

oe' omografie quaUrnarie (una sola delle quali involutoria), per dascuna 

delle quaii sono uniti i punii cuspidaU **). 

IV. 
Qnintica plana razionale. 

I. Sia c, uoa quindca razionale del piano 2^. Essa h (Cufford) 
sempre proiezione della quindca ra^onale normale c di 2^ , fatta da un 
piano a> di questo. 

Se &> 6 un piano generico, esso condene (I, § ii) una sola retta 
/, se invece giace in uno spazio quadrisecante Cy condene oo' rette /; e 
vkeversa. Ne deduciamo che: 

In Ogni quintica {nana razionale nan dotata di punto quadruplo, esiste 
una ;^ perfeltamente individuata, tale che dascun suo gruppo giau in una 
retta di un fasdo di second" ordine, anch'esso perfettamenie in^Kviduato. 



*) I teoremi di questo paragnfo si generaiizzano fadlmente, per una cunra gobba 
razionale d*ordine n, con due tangenti a contatto (n — i)-punta 

^ Teraiiiiianx) qoesto cap. onervaado die kk S^ crinono o»' vettc die sono ad 
«i tempo, rette I e rette i. Per cui sembra che il Clani sia iacono in uaa piooQia 
svista« quando dice (1. c 9X che la c^ con qoattro pUai stadoDari siofpolaii, ha una 
sola quadrisecante. Pid evidente 6 Taltra svista, nel dire che la delta curva oon pii6 
avere punti doppL 

Etmd. Cku Mmum, FsUnm; u XIX (tfOf). — Staapato il s £ibtotjo 190$. 1$ 
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Inoltre : 

In una quiniica plana raxwnaU dolaia di punio quadruplo, msUmc^ 
00* di siffaiU g\ . 

Osserviamo che in ogni caso, dob data una quindca piana razionalcg 
qualunque, le rette di un tale fascio di second'ordine sono riferite Uu — 
nivocamente ai punti della quintica, ove a un punto P di questa si facd^ 
corrispondere quella retta del fascio che passa per P, e contiene un gnip» 
po di ;^, di cui P non fa parte. 

a. L'involuzione fondamentale di c, & la ^ coniugata all'altra ^^ ^ 
secata suIla curva da tutte le rette del piano 2,. 

Supponiamo che la c, sia dotata di tre punti d'iperosculazione A, 
B, C. Per quanto si disse nel $ 6 del cap. precedente, qutsti tre punti 
sono allineati *). 

L'involuzione fondamentale di c, ha i tre punti fissi Ay B, C» es- 
sendo suo gruppo quello fomuto da questi e da altri due punti qualunque 
della curva. Ne segue, per il teorema del ^ 7 del cap. II, che: 

Una quintica piana raTiionak dotata di tre punti d^iperoscula^^ione, i 
trasformata in st stcssa dalle omografie ternarie determinate in Z,, 

a) dalle tre involuxioni: 



F) dalle omografie (non involutorie): 

_ABC _ABC 

""^-^^BCA^ ""s^CAB 



3. Se il piano <<> (S i) che proietta c in c^, seca secondo una retta 
il piano t di una conica t, e in un punto quello t, della conica t^ as- 
sodata (I9 S j) ^ ^ ^ curva c, b trasformata in sb stessa da un'omo- 
logia armonica, o come diremo per amor di breviti, la c, & omologica. 
L'asse di omologia conterri due punti doppi (uno almeno nodale), e 
uno M dei due punti che formano la coppia armonica ad entrambi questi 



^) G6 del resto rientra in un corolkrio di un nolo teorema di Carnot. Vedi Sal- 
mon, Curve plane, Vedi pure Brusotti, SulU curve plane raT^ionall dotate di trg punti 
d'ipiroscula\lone [Rcndiconti dei R. Istiluto Lombardo, scric II, vol. XXXVII (1904), 
pag. 888], n° i. 

••) Brusotti, L c, n° 2. 
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punti doppi; Taltro N sari 3 centro deH'omologia. In questo la curva 

c, ha UD flesso, e i due punti in cui la tangente stazionaria seca ulte- 

riormente la c^y sono separad armonicamente da M ed N. Viceversa, 

affinch^ c^ sia omologica ^ sufficiente che la congiungente due pund doppi 

(uno almeno nodale), sechi ancora la c, in uno M, dei due pund M ed 

N che formano la coppia armonica ad entrambi i detd pund doppi; inol- 

tre cbe in N la curva abbia un flesso, e la tangente d'inflessione sechi 

ancora la curva in due pund separad armonicamente da Af ed N. In- 

fatti la prima parte della condizione ora enunciata, di che il piano co in- 

contra in un punto t, , se /^ , p. es., condene il punto di c che si proietta 

in M, La seconda parte, poi, ci dice che pure t incontra (almeno) in 

un punto il piano co. Ora, se questo punto fosse distinto da quei due 

secondo cui t seca le due corde di c incidend a>, e poste in uno stesso 

iperpiano con M, esso t giacerebbe neiriperpiano t, a>, e ci6 & assurdo. 

Dunque deduciamo che t seca co lungo la retta congiungente i due pund 

in cui a> & secato dalle due dette corde di c. Ci6 dimostra I'assunto. Con- 

dudiamo che: 

La condi:^ione nectssaria t sufficiente affincht una quintica plana raxio- 
null iia omologica, t che la congiungente due punti doppi (uno almeno nodale) 
di juesta, sechi ancora la curva in uno dei due punti che formano la cop- 
pia armonica ai detti punti doppi. Inoltre nell'altro punto di questa coppia 
l^ curva abbia un flesso, la cui tangente sechi ancora la curva in due punti 
sepcrati armonicamente, dai due punti formanti la delta coppia. 

V. 
Le rigate gobbe razionali del quinto grado. 

I. £ oramai cosa nodssima la rappresentazione dello spazio (ordi- 
^^*rio) rigato, sulla forma quadradca r di 2^ *). 

Una rigata razionale p dello spazio ordinario 2 , del quinto ordine, 
^^^ rappresentata su F da una quindca (razionale). Segue subito, per 
^0 studio fatto nei tre capitoli precedend, che le rigate razionali gobbe 
id qumto grado, si dividono nei tre tipi seguend : 



*) Klein, Utber LinUngeomelrie und metrische GeometrU [Mathem. Annaien, 
"^ V (1872X pag. 261.277], S I- 
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i^ iipo: p giace in una congruenza lineare; 
2^ Hpo: p h immerst in un compiesso lineare; 
3^ Hpo: p non giace in un compiesso lineare. 

2. Cominciamo a studiare le p dd i^ tipa In tale ipotesi, p i rap- 
presentata su r, da una certa quindca gobba raaonale c^ . Questa do- 
vendo giacere sopra una quadrica ordinaria, o i dotata di oo' quadrise- 
canti, ciod & di 2* specie, owero d di i* spede, ma condene due punti 
doppi, owero, infine, possiede un punto tripto. Possiamo dunque divi- 
dere il i^ dpo^ nei tre seguenri sottodpi: 

tf): p d dotata di oo' quaterne di generatrici formand fasd; 

V): p possiede due generatrici doppie; 

e): p possiede una generatrice tripla. 

G>nsideriamo il sottodpo a) : dallo spazio di c^ si possono condurre 
due iperpiani tangenti F in due pund P e F. Dei due sistemi di piani 
di T uscend da P (p da P), uno k secato dallo spazio £j di c^ secondo 
le quadrisecand di questa curva; osserviamo inoltre che due piani, uno 
per P e uno per P\ di sifiatd sistemi, avendo in comtme una rena, rap- 
jHreoratano un punto e un piano di 2^ . Se ne conclude che : 

Le direUrici delta congruenza tineare in cut giau una rigata p [dd i^ it* 
p0 dd sottotipo a)], sono una direttriu quadrupla e una dinUrice sem- 
pHee per questa siessa rigata ». [Queste p appartengono *) al dpo I di 

SCHWARZ]. 

Analogamente : 

Una rigata p deli^ iipo e del sotteiipo b), t dotata di una direttriu dop- 
pia e di un'altra tripla, e di due generatrici doppie (dpo V di Schwarz). 

Un caso pardcolare del sottodpo b), si otdene nell'ipotesi che c, sia 
in un cono quadrico ordinario (il cui verdce b un punto semplice di 
essa). In allora si otdene una rigata p posta in una congruenza Itneare 
dotata di una sola direttrice. Questa i direttrice tripla per p, e delle tre 
generatrici appartenend ad un suo punto o piano qualunque, una coin- 
cide costantemente con essa medesinuu 

Infine 

Una rigata p del i^ tipo $ dd sottotipo c), possiede una dirtttric$ 



*) Schwarz, U$her dU g0rmllimgen Fldchen ftnften Grtdm [Joum. f. Math., 
LXVn (1867)]. 
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puutntpla, Ude the dtik qMMttro gemrmtrid mscenii da un suopunlo qua- 
hnquc, ire cmnddono cosianieminU con essa madtsima. 

3. CdDsderiamo on le rigate p dd 2' tipo. Uoa sffiuta p i rappre- 
seotsitsi in r (U una curva c immersa in uno q>azio 2^ da qoattro di- 



£ chiaro che: 

Condiiiofu necessaria e suffidtnic afincbt una rigaia f sia dd 2^ 

m 

Upo, ^ cbt possieda (^solawicnUi) trt gemratrid formanti un fascia, 

Possiamo distiiiguere due sottodpi: 

a) n oomplesso Uneare in coi p 6 immersa, i q>edale. 

i) D deno complesso Hneare non i spedjlc 

Esaminiamo il soctodpo a). La curva rappresentanva c^ di p, i dun- 
que immersa in un iperpiano £4 cangente la forma quadradca F in un 
certo punto P. Ed ora possiamo disdnguere due spuic di rigate p del 
a* dpo e del sottodpo a), a secondo che i piani del cono TI,^ secano 
c in quattro pund quelli di un sistema, e in un punto quelli dell'altro; 
owero, in tre pund quelli dell'uno, e in due quelli dell'altro astema. 
Condudiamo dunque: 

Una rigaia f dd i"" tipo, dd saUotipo a) e di i* spuie, t taU che ad 
un punio (p piano) deU'asse dd complesso lineart spuiale in cui t immersa, 
apparkngono quattro gtneralrid della rigata. (Appardene al dpo I di 
ScHWARz). Una f dd 2^ Hpo, dd sottotipo a) e di a* specie, ^ tale che ad 
un punto (0 piano) qualunque deU'asse dd complesso, appartengono tre ge- 
neratrid ddla rigata. (Tipi III, IV, VI, VII, X di ScHWioiz). 

n punto P sopra detto, nell'ipotesi che c^ rappresend una p di i* 
specie, appardene alia rigata cubica normale f (II, $1), luogo dei pund 
per dascuno dei quali passano 00' piani quadrisecand c . Per cui il cono 
rs^ passa per f. Ne deduciamo che: 

Data una rigaia p del 2° tipo, del sottotipo a) e di i^ specie, le retie da- 
scuna ddle quali appartiene ad 00' schiere rigaie contenenii quattro genera- 
trid della rigata p, costituiscono una congruen^^a (i, 2) (2, i), secondo 
che appartengano quattro generairici di f ad ogni punto ad ogni piano 
della dirUirice retOlinea di questa rigaia. 

4. Supponiamo ora che p sia del 2^ dpo, del sottodpo a) e di a* 
^ede. Allora la reladva curva c^ vien proiettata da P sopra uno spazio 
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gencrico, in una curva dotata di due pund doppi (dovendo giacere so- 
pra una quadrica), per cui: 

Una rigaia ^ dd 2"" tipo, dd satuaipo a) e di 2* specie, possiede dm 
coppie Ji generairici, dauuna formanie fasdo cdVasse dd complesso in cui 
t immersa. 

Le rette per ciascuna ddle quali passano 00' scbiere rigate conUmnA 
quatlro generairici di p, costituiscono una rigaia dd sesto grado. 

5. Sia p del a*" tipo e del sottotipo b): per essa vak il teoremaon 
enunciato. In una schiera rigata qualunque (ma appartenente al com- 
plesso in cui ^ immersa p) esistono (II, § i) tre coppie di rette, da- 
scuna appartenente ad una schiera rigata che possiede quattro generatrid 
di p. Questo teorema vale pure per le rigate p del 2° tipo, del sottotipo 
i) e di 2* specie. 

6. Sia, finahnente, p del terzo dpo : esistono ire sue generatrid (noit 
formanti fasdo\ passanti per uno stesso punto, e ire altre apparientnti ad 
uno stesso piano, 

Dal ^ 2 del cap. I s^ue: 

Data una qualunque coppia generica di reUe, essa appariiene ad una 
sola congruen:;a lineare avente quattro generairici di p. Vi sono poi cff cop- 
pie di rette, tali che ciascuna di esse appartiene ad 00' congruen:(e lineari 
sifattc. Tutte queste 00' congruem^e generano un complesso quadratico avenie 
come doppie le due rette di qudla coppia, 

Chiameremo singolari tali coppie di rette. 

In una schiera rigata esiste una sola coppia singolare ; owero ne esi- 
stono Qc\ t prccisamente una qualunque generairice delta schiera, forma 
coppie singolari con due (sole) general ici di questa medesima (I, §§11 
e 8). Osserviamo, inoltre, che condi:^one necessaria e sufficiente affincbt 
nella data schiera rigata esistano 00' coppie singolari, t che questa appar- 
tenga alia congruen:;ji lineare individuata da quattro generatrid qualunque 
di p (I, § 8). 

7. H complesso lineare individuato da cinque generatrid successive 
di p, sari chiamato iperosculatore. Data una congruenza lineare, esiste, in 
generalc, una sola coppia di rette appartenente ad essa, e per cui passino 
quattro complessi lineari iperosculatori (I, § 2). Se poi di queste coppie 



• X 



s\ SHE anzssi^aiii^ 4^ 41M ^^ipun y;4ll«N^ u ^^ 
HBmr g?^— "^ 
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a s 4). 

Una rem geoenca r deOo sfoiio \ii f^ fi jviittf vU .v' vxvsw v^,x 
golari (^ 6). La rena r, pd, appartieiic a >yi tuski liiKMiu vl\^^ ^\^^Uu^^v 
rette dd qoali, formaao una coppia singolare. 

8. Tennioiamo questo ultimo capitolo, oNNorvaiuIn iliv I \\\\\ ll| Vlll 
e IX di ScHWARZ, equivalgono at noscri: tipo 2^ A(Mtotl|Mt h), i> {" \\\\\\ 



Catania, agosto 1904. 
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DISTANZA ED ANGOLO DI ENTI COMPLESSL 

Nota di Giuseppe Marietta, in Caunia 



Aiunsasft 4cU'ii «bc«Bbrc 1904. 



In questa breve Nota si propongono due formole, indipendend da 
qualunque sistema di coordinate, per esprimere la distan^^a di due pund 
complessi, e Vangolo di due rette complesse. I pund immaginari e le rette 
immaginarie, s'intendono definid al modo di Staudt *). 

I. 

I. Per quello che segue rappresenteremo un punto reale A, me- 
diante Tinvoluzione parabolica avente A per punto singolare, e avente 
per sostegno una qualunque delle rette (reali) uscend da questo punto. 
Col nome di punio complesso intenderemo un punto reale o immaginario. 

Se indichiamo con — ^*(^o) la potenza dell'involuzione (ellitdca 
o parabolica) inerente al punto complesso Ay chiameremo poienxfi di que- 
sto punto la radice quadrata k di k^y presa col segno -f- o col segno — , 
secondo che il senso dell'involuzione inerente ad ^, 6 il senso posidvo 
o il senso negadvo della retta (reale) sostegno del punto A **). 



^) Beitrdge x,ur Geometrie der Lage. N&mberg, 1856-60. 

**) Affinch^ in ogni retta dello spazio resti fissato un senso da riguardare ad es. 
come positivoy basta assegnare una semisfera col suo centro; Care astrazione dalla meti 
dell*unico drcolo massimo in essa contenuto, e considerare uno solo degli estremi del 
diametro di detto semicerchio. 

Si osservi che se, muovendosi r intorno al punto C, i'angolo delle due rette r 
t CCi passeri bruscamente dal valore a al valore 180° — a, cambieranno canUmpo- 
raneamenU di segno ambo i numeri cos a e k. 
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Dad due pund complessi al finito P e P^^ indichiamo con h il nu- 

lero (positivo o n^ativo) che mbora il segmento orientato CC^ de- 

crtninato dai pund central! C e C^ delle due involuzioni (ellittiche o pa- 

^boliche) inerenti a P e P, ; e indichiamo con i e Jk^ le potenze di que- 

sti pund. Inoltre se i pund (reali) C t C^ sono disdnti, indichiamo con 

* l*angolo formato dai sensi posidvi delle due rette re CC^y ove r 6 il 

sostegno (reale) di P. Analogo significato abbiano a^ e r, rispetto a P^ . 

*-*espressione 

(13 PP,=±[fc' — (jfe'+*^)4.2t*,cose4-2/;(*cosa — *,cosa,)i]^ *) 

P*"esa col segno -f" ^ col segno — , secondo che per andare da C a C, 

P^rcorrendo il segmento (finito) CC^, si va nel senso posidvo o in 

^Vicllo negadvo della retta CC^y si chiameri distam^a dei pund P ^ P^y 

P^esi neil'ordine scritto. La lettera e della (i) indica Tangolo formato 

^^ sensi posidvi delle rette r e r,. Se P e P^ sono entrambi reali, la (i) 

riduce a 



?P,=±[*T=±|*|. 

2. Supponiamo, in pardcolare, che coincidano i sost^[ni r e r, di 
e P,; allora la (i) diventa 

pp. = ± {V - (y + K) + 2**. + 2K* - *.)»]^, 

cioi 

ove dei due sogoi entro parentesi, si deve sc^liere (com'6 noto) il su- 
periore o Tinferiorc, secondo che h(k — jfe,) b un numero posidvo o un 
Qumero negadvo. 

Se dei due pund P e P^ uno solo, p. es. P, & reale, la (i) diventa: 

FP, = ± [b' — K- 2ihk^ cos a,]^; 

e se inoltre il punto P giace precisamente sul sostegno r, di P, (pur ri- 
maoendo disdnto da C^\ la (i) divenu: 

pP, = ±[b'-K-2ibKf = ± [\h\ ± \k,\ i] , 



X 
*) In generale^ col simbolo [m-f-tn]' indichiamo quello dd due valori di 



Vifi-f-Tif , che ha positiva la parte reale. 

Oft, Mattm. FmUtm; u XDC (1905). ^ Sumpato il 1 tebbrajo 1905. 16 
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cnre dti due s^ni dentro pirentesi, Usogni prendere il soperiore o 1 
fcriorc, secondo cbc 4 fcl. < o <w^?wo bi^ > a 

KdTipotea £ fa = o, j e z, perdono sigiiificato, e per6 noi assume 
remo per definizkxie in tale ipocea: 

di modo cfae se onndoDO aDon i sossegoi (readi) dd doe pund- P ^ 
P., si ha: 

?P. = ±[-(i* + iO + 2"/ = ±0*-*.l»]'). 

Ml se i due pund P c P^ sod coniugan, si ha i, = — i, per col 
PP, = ^ 2 'elf, e quindi possiimo dire che i presdndere dal segno e 
da!I'unita imnu^trnam, b distanza di due pund coniugati i ^uale a quella 
(anch^essa consideraa senza segno) dei due pund anunetrid rispetto al 
punto centrale ddl^voluzione comune ai due pund, e in questa' coniugad. 

3. In una retta reak / considerianio due pund complessi P c P^; 
se per es. il senso posinvo di / e quello dd segmento orientato CC^, 

si ha (^ 2) PP^ = + [ fc. ± |i — iji], dove dei due segni entro pa- 
rentcsi sara scelto il superiore o rinteriore, secondo che i &(* — ikj>0 
owcro i(i — ij < o. D^alva parte si ha pure in quel caso 

prp=-[t-b\±ik,-k\ii 

dove dei due segni si prenderi il segno -f- se 6 — b(k^ — *)>o, e il s^o 
— se e —b(j[,—k)<S). Concludiamo dunque che i PP,= — T^. 

Si osser\-i, intanto, che si pu6 sempre scriverc PP,=CC,4"(* — *,)*> 
la cosa t e\nden:e per la parte reale del secondo membro, in quanto 
all*altra si ragioni come segue- Se ^ i > i, , si ha |Jfc — ij = it -^ I, , 
e quindi se e > o, essendo b(k — it,) > o, nella relazione (2") del § 
precedente, bisogna scegliere il segno -j- sia fuori che dentro parentesi, 
e analogamente, se ^ £7 <^ o, bisogneri sc^liere, nella detca relazione, il 
segno — sia dentro che fuori parentesi. Se invcce d i <^ it^ , si ha 
\k — AJ = — (A — A,), e quindi se d i > o, essendo b(k — *,) < 0, 
bisogna severe nella detta relaaone, ii segno -{- fnori parentesi, e il 
segno — dentro; c, analogamente, se i fc < o, essendo b(k — A,)> 0, 



*) In generale coo [ — w*]* indrtiimo -^ Wi. 
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^is.<^eri sqegjiiere il segi^o — fupri parentc^i, e il segno -f" d^^^ro- Ip 
11 caso i facile yerificare quanto si voleva dimostrare. 



4. Sia, ora, P, un altro punto complesso della retta / del § prece- 
dente, indichiamo con C^ il suo punto ccntrale, e con — k\ (^ o), la 
potenza dell'involuzione a P^ inerente. Infine k^ rappresend la radice qua- 
drata di Jfc^, presa col segno -{- o col segno — ,. secpn^o x:he il senso 
iperente a P^y t quello posidvo o quello negadvo (della retta /). Si 

"ha (S 3): 



Ma giacchS i pund Cy C^ t C, sono reali, b GC,-{-C,-C,-f-<r,C=o, 
dunque deduci^imo: 

Merc6 questa relazione si pu6 dimostrare quest'altra (di Eulero pei 
pund reali): 

pp,.Kp, + P^P^.PP, + ^.p7, = o- 

5. Dad tre assi (reali) cartesiani ortogonali OX, OY, OZ, assu- 
jneremo come coordinate x^, y^, :(^^.i\ ua punto complesso ,.P^., le di- 

stanze- (munite di segni) OPly OP-yOV'ry essendo P/, P"y F" Je 
proiezioni del punto P. sugli assi x, jy x^ fatte rispetdvamente dalle rette 
improprie dei piani yx^y z^Xy xy. Vogliamo. dimostrare che dad due pund 
complessi quali sL vogliano P^ e P^, si ha sempre: 

r . ' • ■ ■ . 

A. ul. fine, , indicljuamo con C[, C[\ C" i pund centrali. delle invo- 
luzioni inerend a PJ, PJ', F"; e diamo significato analogo a C/, C", 
C;; circa i pund P;, F/, P;". Inoltre si indichino con *;, k% *;^, le 
.pptenze dei pund'P,', PJ', P'/'> ® ^^'^ Ky K» K' ^^ potenze dei pund 
^fj, F;, P;\ Infinc si ponga h, = ^', /;. s QC,", A, s i^X;". 
G6 posco si ha (in virtili dei $ 3): 

. X. -^ X. ^ ft. - i(*; - *0; , y. - y,=. K - iiK - Kr, 

Da cui: 
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+K-ik-:-k'y-2iK(ik:-k-:) 

+A;-(i;"-*;7-2,fc,(*;"-*;") 

=w+*:+*;)-(*r+*r+*r)-(*;'+*';'+*r) 
+2(*:*;+*;'*:'+*';'*;")-2,(A.A:+fe.»:'+fc,*:) 

Indicando ora con C, e C^ i pund central! delle involuzioni ine- 
renti ai pund P^ e P^, chiamando k^ e k^ le potenze di quesd pund, e 

ponendo h^ C^C^, si ha : 

= i* — k\ — kl-{-2k^k^(cosr^xcosr^X'\'Cosr^ycosr^y'\'COsr^7iCosr^Z^ 

— lihk^ (cos A xcos r, x4- cos hy cosr^ jf + cosh:^cos r, 7i) 
•^ lib k^(coshxcosr^X'\' cosh ycosr^y'\'Cosh[cosr^:0 
= *^-(*: + *:)+2*.*,cosr,r,_ 

— 2ib(k^cosbr^ — k^cosbr^)=:P^Pl *). c. v. d. 



n. 



I. Ogni retta reale dello spazio sia orientata come nelcapitolo pre- 
cedente, e in ogni piano reale sia dato un senso di rotazione da chiamar 
posidvo **). 

Una retta reale sari rappresentata niediante una qualunque involu- 
zione parabolica di raggi, avente quella retta per raggio singolare. Q6 
posto, si consideri I'involuzione (parabolica o ellitdca) inerente ad una 
retta r (reale, o immaginaria di prima specie). Se non t circolare, essa 
possiede un (solo) raggio perpendicolare al suo coniugato, e bisecante 



*) Con procedimento analogo si pu6 dimostrare la seguente rdazione pid generale : 

Pj PJ = 4>(jc, — J^a » ^i — ^2 > ^i — ^2); <io^c g^ ^ssi (cartesiani) sono in qual si 
vogiia modo inclinati fra loro, e b funzione 4> h quella forma quadratica temaria, che 
di solito t considerata negli ordinari trattad di geometria anaUdca. (Vedi, p. es., D*0- 
viDio, Geometria analUica, Torino, 1896). 

**) Affinch^ sopra ogni piano reale sia dato un senso di rotazione da chiamar 
positive^ basta fissare come al capitolo precedente, un senso positivo sopra ogni retta, 
e in particolare sulla normale a quel piano, e poi to^ere in quaHti di positive le ro- 
tazioni sinistrorse. 
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I'angolo acuto (completo) formato da certi due raggi coniugati. II raggio 
ora detto si chiamerA raggio principale della retta r. Quando poi rinvo- 
luzioae di r sia circolare, assumeremo come raggio principale uno qua- 
lunque dei raggi del fascio inerente ad essa. Osserviamo che se la retta 
r i reale, essa coincide col suo raggio principale *). 

Sia tg m . tg Wj = — TJ^ (^ o), essendo o il raggio principale di 
r, ed m, m, due rette coniugate neirinvoluzione di r: cliiameremo po- 
ttnxfi della retta r, la radice quadrata \ di V^ presa col segno -f- o col 
s^no — , .secondo che il senso dell'involuzione di r, h quello delle ro- 
tazioni positive o negative, del piano (reale) sostegno di r. 

2. Date due rette r ed r' reali o immaginarie di prima specie, chia- 
meremo angolo di esse, Tangolo complesso il cui coseno h dato dalla re- 
lazione 

,. ( , cosoo' — ^Vcoso.o' — iC^coso.o' + Vcosoo') 
(i) J cosrr = ^— ^ ^ —^ — ' 

\ [(i-^*)(i-vor 

dove d il raggio principale della retta r, o, h il coniugato di o nell'in- 
voluzione di questa, e dove X & la potenza di questa medesima retta. Le 
lettere o\ o\ e V hanno significati analogbi circa la retta r\ 

Se una (almeno), p. es. r', delle rette r, r' possiede un'involuzione 
circolare, sembrerebbe che il valore dato a cos rr' dalla (i) resti inde- 
terminato, tale essendo per definizione (§ i) il raggio principale di r\ 
Ma cosi non &, giacch^, come ora vogliamo dimostrare, &, in tale ipotesi, 
cos r r' = 00 , qualunque sia il raggio principale scelto per r' ; owero 6 

cosrr' = — , qualunque sia il detto raggio principale. 

Infatti scelto o' per raggio principale, sia 

cos oo' — X cos 0, o\ — i(X cos o, o' -f" cos oo^ = o, 
per cui 

COSOO' =: XCOSO.O.' 



I I 



cos 0[ = — X COS 0. o'. 



*) Indicando con o t o^ due raggi coniugati ortogonali dell'involuzione di una 
retta r (reale o immaginaria di i* specie), e con m t tn^ due altri raggi coniugati 

qualunque, si ha: tg om. tg om, = ; per cui si pu6 anche definire il 

^ ^ ^ o I tgOjm.tgo, w, *^ ^ '' 

raggio prindpale come qudXo o per cui & Itgom.tgoWi I ^ i. 
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Sia co' un altro raggio qoaluaque del fascio di r', e.si poaga : 

e^(o'a.')(o'c»), e » s (<,>.') (o'. o.). 

Si ha: 

cos 00)' = cosoo'coso'o)' -}- senoo'sena'co'cose 
e 

cos 0^ cOj = cos Oj o', COS o[ coj -}" sen o^ o^ sen o[ coj cos y), 

cio&, indicando con 6 Tangolo o'to', 

cos 00)' = cos oo' cos 6 -f- sen oo' sen 6 cos e, 

cos Oj CO J = cos 0, o[ cos 6 -|- sen o^ o[ sen 6 cos y)i 



Ma 

e 
dunque : 



[dd 



cos Oj = — sen o^ o, cos y\ 

cos Oj 1= sen o o'.cos e, 

cos oco' = ^ cos 0, 0,' cos 6 -|- cos oo', sen 6 
: ;= X cos 0^ o\ cos 8 — X cos 0^ o' sen 6 
= X (cos 0, o[ cos 6 — cos o, o' sen 6) 
=: X (cos 0, 0,' cos -|- sen o^ o[ cos to sen 6), 

cos 0)' = X cos 0. ft)! . 



I I 



Analogaoiente si dimo^tra: 



cos a ft>J =-•=— X cos Oj ft)'. 
Dunque : 

cos Oft)' — X cos Oj ft)j — i(X cos o^ ft)' -|~ cos Oft>',) = o. 

Concludiamo che se il numeratore della frazione assegnata per va- 
lore di cosrr', ^ nuUo per una particolare scelta del raggio principale 
di r\ sard sempre nullo qualunque sia il raggio di r' che si vuole assu- 
mere come principale. 

Ne siegue che d cos rr' = oo indipendcntemcnU dalla scelta del raggio 

prindpale di r'; ovvero 6 cos rr' = — indipendentemente da questa 

medesima scelta. In quest'ultima ipotesi assumeremo, per definizione, 
cos rr' = o. 

3. Date due rette una almeno cklle quali sia immagiaaria di seconda 
specie, chiameremo angolo di esse, Tangolo delle due rette (reali o im- 
maginarie di prima specie) parallele alle date,, e uscenti da un punto 
qualunque reale. 
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lay 



Con procedimeato analogo a quello tenuto ael paragrafo precedente, 
si pod dimostrare che condizione necessaria e sufficiente affinch^ sia 
cos r r' = o, ^ che i punti airinfinito di r e di r', sian reciproci rispetto 
alia polariti assoluta. Onde dicendo perpendicolari due rette r ed r' ogni 
qualvolta sia soddisfatta quest'ultima condizione, possiamo dire che la 
condizione di perpendicolariti di due rette r q r\ t cos rr' = o. 



4. Dimostriamo ora che Tespressione (i) assegnata per definizione 
come valdre di cosrK, soddisfa alia seguente nbta relazione fondamen- 
tale dell'ordinaria geometria analitica: 



cos rr\ sen' xjF ;;[ = — 



o cosxr cos^r cos:^r 

cos xr I cos xy cos x ;;[ 

cosyr cosyx i cosy:^ 

cos^^^r cos:^x cosTiy 1 



(^ - D). 



lafatti si ha: 



cos o'x — fX'cos o[x cos o'y — iX'cos o\y cos o\ — tX'cos 0'/ 



I 



g>s X — ik cos o,x 



212 



I 



I 



COSXJF 



[i-vr 



COSXTi 



cosoy — ik cos oj 



J, 



cosyx 



cosyx^ 



[i-V] 
coso:( — iXcosoi;^ 



cos:(x 



cos:()f 



11 > 



[i-V] 



doi: 



'aM* 



D[(i_V)(i-VO] 



coso'x coso'jF coso\ 
fcosox 



cosoy 



sen x)';^ 



cos o'x cos o'y cos o':( 




sen xy:( 








cos o^x COS o[y 


cos o[[ 


—ik' 


cos ox 
COS oy 
cos 01 


sen*xy:( 









cos o',x cos o'j 


cos o|;( 


—\W 


cos o,x 

COS OJ 

COS o,;( 


sen* xy:^ 





— iX' cos o[ — iX cos 0, 0' — XX' cos 0, o[). 
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E quindi: 

^ . cos oo' — iy cos oo\ — i'k cos o. o' — IV coso.o' 
— Z? = sen xv;;^ ^ ^ '-^ y 

[(i-V)(i-V')f 
— D = cos rr' .sen^ xyT^. c v. ^" 

Catanit, ottobre 1904. 

Giuseppe Marletta. 



SUR QUELQUES APPLICATIONS INTfiGRALES D'UNE SfiRIE 

DE COEFFICIENTS BINOMIAUX. 

Par M. Niels Nielsen, i Copeahague. 

(Eztrait d*une Lettre adress^e k M. S. Pinchbrlb). 



Adufunza dell'it dicembrc 1904. 



Supposons qu*une s6rie de coefficients binomiaux fV(^x) soit conver- 
gente pour les valeurs finies de x, dont les parties rielles sont positives ; 
cette s6rie se pr^seutera sous la forme suivante 

et il est ^vident^que la s^rie de puissances 

(2) /w='y(-o'A'»'(o-*' 



est convergente 4 Tint^rieur du cercle |x| = i. 

Or, supposons que la fonction donn^e fi^(x) satisfasse encore i 
cette condition nouvelle 

(3) !™ -^r- = o> 

oil k d^signe une quantity finie, ind^pendante de n; cette autre s^rie de 
puissances 

(4) K^) = JVO'»'(^ + 0.*' 

est 6galement convergente k Tint^rieur du cercle |x| = i. 
Cela posi, nous avons d'apr^s M. LindelSf *) Tidentiti' 

(s) /w = r^«(r^) . 

•) Acta Societatis Sdentianim Fennicas, t. XXTV (1898), n** 7. 

Rtmd. Ore, Mmitm, P^Urmo, t. XIX (1905). — Sumpato il j febbrajo 190$. 17 
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oty ce qui est la m£me chose, 

ce qui donaera cette proposition, cas particutier du th&orteie de M. Lqi. 
del5f: 

Supposons que la fonction donnie W{x) satisfasse aux conditions (i) 
et (3), Its deux foncUons f(x) et ^(x), qui ne soni difinies origintUement 
que si \x\ <^ lypeuvent lire prolongies dans les demi-plans, difinis par Us 
vUgaUUs R{x) <-7, R{x) > — 7 respeciiuement, oA jR(x) disignt la 

partie rielU de x. 

Dans le cas particulier, oil W{x) se pr&ente sous cette forme ia^ 
t^ale 

(7) W(x)=^f\0)f-'dt, 

nous aurons pour f(x) et g(x) ces deux expressions int^grales 

dont la premiere est applicable pourvu que x ne soit pas 6gal i une 
quantity positive telle que x ^ i, tandis que la seconde exige que x ne 
soit pas igal i une quantiti ndgative telle que x ^ — i . Dans ce cas 
particulier, les deux formules (5) et (6) sont dcs consequences imm&diates 
des int^grales (8), et le prolongement de /(x) et ^(-v) est Evident. 

Dimontrons maintenant que les fonctions /(x) et g (x) nous per- 
mettent de diduire pour la fonction ^(x) des representations remar- 
quables. A cet effet, prenons comme point de depart ces trois formules 
tr6s conuues, oix n d&igne un entier non nigatif : 

(9) ^i^'C7')=r''-'(^-o"-''^'. o<i?(x)<«+i 



irxi 



( o<«W<«+i 

(■■) {' ~n ') = ^Jr ^' + ''^" "• *^"^>°' 

dans (11) ^ disigne un chemin d*int6gration ferm^ et fini qui passe par 
le point / = — I et qui doit toujours entourer une seule fois le point 
< = o. 
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Cela pos^, le thdor^me g6n6ral coacernant I'int^ration terme i 
terme d'une shric infinie donnera iaimMiatement, en venu de (9) et 
(10), ces deux repr&entarions intigrales 



XX« 



d'oti sans peine, en venu de (11), 

(14) rFdx) = ~Jf[- -J-) (^ + 0'-^'. i?(*) > o; 

c*est certainement k Taide de (14) que vous avez trouvi votrc condition 
nicessaire ct suffisante qui doit 6tre remplie par une fonction quelconque 
diveloppable en s^rie de coefficients binoniiaux. 

Revenons main tenant i la formule (12), puis mettons-y 1 — / au 
lieu de /, nous obtenons imm^diatemeut cette proposition remarquable : 

Supposons que f{x) satisfasse d I' Equation fonctionnelle 

(15) F(i-x) = F(x); 

il sera la mime chose avec W(x)y et viceversa. 
Posons encore dans (12) 



aoas aurons ces detix autres representations intigrales 

Quant k la formule (13), posons-y tg^ = <, nous retrouvons une 
int^grale analogue k celle qui figure au second membre de (16) mais 
prise le long de I'axe des nombres imaginaires de ^ = i / = *{-oot; 
c'est-i-dire que la formule (13) est au fond identique avec (12); mais 
cette forme difFirente de (12) nous conduira i des intigrales nouvelles 
et assez inter^ssantes, nous le verrons bientdt. 

Divisons encore en deux autres Tint^grale difinie qui figure au 
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second membre de (i6), en mettant 

r=r+ r. 

«/o vo a/i 

nous aaroQS la proposition suivante: 
Posons pour abriger 

ffO»; aurons 

(19) -,-?^ . ^'(x) - r. (I - x) = r, (x), 

(fe 5ar/^ ^M€ /a fonction figurant au premier membre de (19) pent souvent 
lire iraitie entitrement comme fV(^x). 

Considirons maintenant d*un autre point de vue la formule (16), 
savoir en appliquant la loi de reciprocity si remarquable de M. Mellin *). 
A cet effet, posons 

X = « + tv, o < tt < I, 
od u et t; d^signent des quantity r^elles, puis supposons que ^(x) sa- 
tisfasse encore i cette condition nouvelle 

(20) W(u + iv)\ = e-*M.f(u,v), 

oti ^ est une quantity rielle non negative et ind^pendante de u et v^ 
tandis que /(u, v) est une fonction positive des deux variables rielles 
u et t; qui sadsfait i cette condition 
C21) lim «"*l*l .f(u, v) = o, 

oil t d^signe une quantity positive donnie auparavant et itant aussi petite 
qu'on le veut. 

Cela pos6, remarquons que W^(x) est une fonction holomorphe 
de X pourvu que x soit fini et R (x) > o, je dis que la fonction figu- 
rant au premier membre de (16) est une fonction /• (x) de M. Mellin. 
En effet, nous aurons sous les m^mes conditions qu'auparavant 



sin irx 

ce qui donnera, en vertu de (20), 

7:fV{x) 



sinirx 



= e-<*^M./,(u, v); 



•) Acta Mathematica, t XXV (1902), pp. 156-161. 



zjcm:tsoss 2rr£ai.f22s z r 



— r 



If » ■ , • - - r . - 



c'cst-i-dire que la lad de rezcrncrv jt iL -^t^::_^^ ^jzrtsri. zsrst rr::i> 
sitian remarquabk: 

Supposans qut la seni £e z^rp-nrn:: .T;f.:fc^i.r if z '.^\rz:ji zuz 
conditions (i), (3) C [20 j^ t^'is -3r;T-: :..• ... -.■iir:.. '.: / :: [ :,£z.i -^ 
prisenUttion inUgrale 

oA o<tf <i, el om i "^ic i^ffcc;-.,. -1: :i. *r; r = : r r = x r^c 

(23) _(x-f i^<^<r-'r-- 

tanJis qut le cbemiz i'l'r.'f^.: •. r : .: 
nombres puremcf:: irn^r:?.^'::. 

II est trvidtE: cut zz zl: z:Lr:cS-r i- 1-- -:r: :.-j:-.ni f= 1-1. M^.^- 
UK nous penrK ic itrrsrr.jjr' --. s:-:t. -. 1- irt :'--._'r'— r:- >;:£:.i^: 
^tant du Ectmc caranrrt riit itLi: lat . -i iv;:: i-,.!. ::ri iz l zn :!«*.r 
dans vos belks rtczterzh:::^. >j: js: btr-^: * 't'-^-y.—'^rrxZ^: _ -i;=-L_->rr: " .. 

Quant a la pcriiS: it k ::tii— t '11 . !::>_: i.-.r:Li :ir:= fc:-:!:- 
axion: 

convergenU pcitrzi^ r-r f: ''r^ >^ '. 

de fonctions tris lozizz^ia : 
P Ea[£MPL£: 

Xous aurocs i:i 






•*>— r. 



cc qui donneri, t::: v*r::; it '21^ 

ou il fair adsjtrrrt 
Posons pour a^rt^^c 



*) KtadisxEt: delja ?taut AvAVTrct XtSL ■■■T>rr., tc^l. rV% i'' mo. :£S^ rrv. *^ 
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0U9 ce qui revient au mdme, 

(25-) p(,) = [v(x + -i-)-v(-f-)], 

oil V(a:) disigne la foncuon de Gauss, savoir 

(26) V(x) = D>gr(x) = -C + 2(^-^). 

tandis que C est la constante d'EuLER ; nous aurons, en verm de (19)1 
la formule bien connue 

(27) -^^^ = p w + H^ - ^y 

n* Exemple: 

ff(x) = ±- = £t'-' d t, R (x) > 0, 

ce qui donnera, en vertu de (4) et (5), 

?(0 = Y log (i + 0> /(O = — Y log(i — 0, 
d'oii, en verm de (2a), 

(28) log (l 4. i-\ = ^ ™^^-ir^ ^ 

oil il faut admettre 

(28'^") o<a<i, _^<e< + ,r, 

tandis que la formule (13) donnera 

1,6^ I (-7- — ?)»■— logsio? 

-^^i— = / Ai L_ (tg9)-d?, 

X Sin w X ^o cos 9 ^^ ^"^ ^' 

d*oCi, en mettant tg 9 = :(, ces deux formules 



xsm 



(^9'") ^ = / arccot:^.;^'-'^:^, o < R(^x) < 1, 



2XC0S 

2 



oil il faut prendre dans (29 ) la valeur de arc cot x, qui deviendra 4gal( 
i z4ro pour :^ = — . 
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AppliquoQS maintenant la formule (22); nous aurons: 

(30) log(i+^') = ^ f'^"-LL.dx, 






xsin — 

2 

40 



formule qui est valable pourvu que 

(3O^^0 o<a<2, -^<6< + ^ 



et 



(31) arc cot 7 = — r / — ~ dx, 

^^ ^ At I wx 

^ ' X cos — 



oil il faut admettre 







— too 



(31"*) o<«<i, -Z.<e< + ^. 

Dans ce cas, la formule (19) donnera, en vertu de (27), cette autre 

HI' Exemple: 

^(x) = log(x + 1) = £^-^dt, R(x)>- I. 

Nous obtenons le d^veloppement en s6rie de coefficients binomiaux 
en mettant 

/" = <.[i-(i-or', 

puis appliquant la formule binomiale et integrant terme i terme; quant 
i la fonction g^(x), nous aurons ici 

oil nous avons pos6 pour abr^ger 

>w = S- 0' log ^ •*'"". 

de sorte que la formule (22) donnera ici cette formule int^grale 
oil il faut admettre 

(33'") -i<a<+i, _^<e< + ^. 

II est bien connu *) que la fonction ^(x) n'a dans toutes les parties 
finies du plan d^s x que le seul point singulier x = — i. 



*) Hadamard, La sine de Taylor, pw 65; Pans, 1901 
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rV* Exemple: 



W(x-) = V(x) + C = £l—f^dt, Rdx) > o. 

Appliquons ici la mithode indiquie dans Texemple pr^cident, nous 
obtenons ce d^veloppement en sine de coefficients binomiaux: 

(34) '^w + ^=Sttt-(''7')' ^w>o. 

qui est dii k Stern *), ce qui donnera, en vertu de (i) et (5), 

/(O = iog(i - 0> ^(0 = — 7-:^-iogO + 0> 

d'oii, en vertu de (12), 

(") ita^ ["W + c] = f^^"'. »<««<■. 

Appliquons maintenant la formule trds connue 

W(i — x) — ^(^) = wcotwx, 

nous aurons, en mettant dans (35) i — f au lieu de /, et i — x au 
lieu de jc, cette formule analogue 






(35*") • T" " = / ,; • ,v ' e-'di, o < «W < I. 

^^^ '^ sin WX ' fr 4^, ^ V • -* 

La valeur limite 

lim [W (x) — log x] = o, 

|Xj-CC 

oil X ne doit pas titre nigatif r6el, donnera maintenant, k Taide de (22) 
et de (24), cette representation intigrale 

oti il faut admettre o<a<i et — ''^<8<4-w; la formule (35****) 
donnera de m£me 

^°^\T/ ^ r^^coswx ,, 
^^ ^ i+t 2i J^..« sin^Tfx ^ ^ 

Quant i la formule (13), nous aurons ici 



♦) Zur Theorie dcr EisiEtLSchm Inttgrale, p. 39; Getting. Studien, 1847. 
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^V < 



(37) 



2 sin — 

2 


■r ^a; T oj - 


- 1 V**^© ''^^^ T 

<*(*)< 2, 

MP 


« 


[^W + c] 


— / (cot <p log ( 


2 COS 

2 



i 2 

o<i?(x)<i, 

d'od, en posant cot<p = :(, deux nouvelles forraules int^grales analogues 
i (36) et (36'''*) mais d'une forme plus compliquie. 

Introduisons maintenant les deux fonctions qui correspondent i 
r,(x) et ^^(x) figurant dans (18), posons 

(38) S(;c)=jr"!^«iij±i).r'd^. H^)>o; 

nous aurons ici 

(39) ?•■> w - e w - ui - X) = ^ [WW + c], 

oil ^^'^(x) d^signe la diriv6e de la fonction ^(x) introduite dans (25). 
Quant i la foncdon $(x), une integration par parties donnera 

1 / I X x-ij log2 — P(x+i) 



f 



X 

d'oi 

(40) 5W = y^^pog2-K* + ^ + 0); 

posons pour ahr^er 

X(0 = — + — + — + h — > 

nous aurons de plus, en vertu de (38), 

(4.-) SM = Kx)'.«^-S %^y.<\^.) -^., 

ou la sirie de factorielies figurant aa second membre de (41**") est con- 
vergente pour une valeur finie quekonque de x, les p61es simples de 
$(x) exclus. 

RtiU, Ctrc. MmUm. P^Urmo, t. XIX (190$). — Sumpato il 6 febbrajo 190$. 18 
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V* Exemple: 
Les fonnules (8) et (5) donnent id 



, '-{rh) 



d'oii, en vertu de (12), 

^^ -^ sin wx Jo ^^ — I (i — \ y ^ > 

de sorte que (22) donnera id 



(43) 






oil il faut admettre o<;a<;i, — w<;6<[-f-^- 
Appliquons ensuite Tidentiti 

^ ^ ' ^ ' sin wjc 

nous aurons de plus 

ce qui donnera cette formule analogue i (43) 

(43-) _l2£i. = JL r'-^l^^x. o < a < I. 
^^^ ^ :(— I 2t J^^ sin'irx ^ ^ 

Nous ne nous arr£tons pas i Tapplicadon de la formule (13), parce 
que les fonctions ^, (x) et F^(x) introduites dans (18) nous conduiront 
i des r&ultats beaucoup plus intiressants. Posons en effet 

(44) ,(«)=/' "^'-y+'> .-M,, 

nous trouvons cette formule analogue i (39) 

(45) ^^^ = ^'^ W - "n W + >i(i - ^)- 

Quant i la fonction tq(x), nous aurons, en vertu de (44), 
/ /r\ / ^ 'v-*log2 — \(s) 
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(46^") y.(x)=^ '' 



«-»-l > 



/fe5 ^(^ +1) ... (^ + i) (i + l) 2 

oQ nous avons pos£ dans (46) 

A, (5) = • • • + ^ ^ — ; 

nous aurons encore sans peine 

Voyez mes reflexions sur les applications intigraies d'une s6rie de 
coefficients binomiaux. Je laisse maintenant d votre autorit6 de decider 
si de telles reflexions ont de la valeur pour les series susdites qui nous 
intiressent, et pour le type d'intigrales difinies que vous avez introduites 
le premier dans vos int^ressantes recherches sur les fonctions hypergio- 
mitriques g6n6ralistes. 



Copenhague, le 4 d^cembre 1904. 



Niels Nielsen. 



CONTRIBUTION A LA THfiORtE D'UNE EQUATION 
FONCTIONNELLE DE LA PHYSIQUE. 

Par M. S. Zaremba, i Cracovie. 



Adunanift del 17 novembrc i904< 



I. Considirons dans un espace i n dimensions un domaine d^er- 
mini (D), ne s'itendant pas d Tinfini, ainsi qu'une fonction donn^e 
G (x, , ... x^; 5, , ... 5^) des deux syst^mes de variables x, , ... x^ et 
5, , ... 5^ , dtfinie pour tons les systtoies de positions distinctes des 
points (x, , ... x^) et (5, , ... $ J, dans le domaine (D) ou sur sa 
frontiSre. On pent se proposer de determiner deux fonctions <f (x, , ... x^) 
et ^ (x, , ... x^) v^rifiant, dans tout le domaine (/)), les Equations fonction- 
nelles suivantes : 

(i) /(x,, ... xj= / -. / G(x,, ... X.; 5,, ... Ot(5, y - O^, - ^n 

J(D) J 

et 
(2) f (x, , ... X J=^(x, , ... X.)— X / ..- / G(x, , ... X. ; 5, , ... inM^i y - 5 J^5, ... d$. 

o£i/(Xj, ... xj et F(x, , ... xj repr^sentent des fonctions donnies, 
la lettre X d^signant un paramitre variable. 

M. Fredholm *) le premier a mis en Evidence, par sa remarquable 
solution de Ttquation (2), les propri^tte ginirales de cette Equation dans 
le cas ou I'on n'assujettit la fonction G qu'i des restrictions d'une na- 
ture trSs g^n^rale. 

Les travaux de M. Fredholm ont kvt^ le point de depart de ceux 



*) IvAR Fredholm, Sur ufie nouvelU nUthode pour la risolution du Problhne de 

DiRicHLET (Oversigt of Kdngl. Vatenskaps-Akademiens Fdrhandlingar, 1900, Stock- 
holm) ; Sur une classe d'iquations fonetionnelUs (Acta Mathematica, t XXVII). 
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de M. HiLBERT *), de M. Plemelj **) et de quelques autres mathi- 
maticiens, sur la th^orie des Equations (i) et (2) ou sur les applications 
de cette thtorie. M. Hilbert, en diveloppant d'une fa^on syst^matique, 
dans un brillant expos^, les applications varices de Tiquation (2), a mis 
en lumifere toute la portie de la thtorie de M. Fredholm. M. Hilbert, 
en adoptant, en principe, la belle m^thode de M. Stekloff ***), a itendu 
i de nouvelles sines les r&ultats obtenus pricidemment par ****) M. Ste- 
kloff, M. KoRN, M. Kneser et moi-mfime dans des recherches sur certai- 
nes series analogues i la s6rie de Fourier et dont la th^orie a ^t^ fondte 
par les travaux cel6bres de M. Poincar6. Cest i M. Hilbert aussi que 
Ton doit la remarque suivante: lorsque la fonction G(Xj,...x^; ^^,...5^^ 
reprisente la fonction de Green ordinaire relative au domaine (D), ou 
une des generalisations de cette fonction introduite dans ces derniers 
temps en analyse, lorsqu'en outre la fonction /(x, , ... x^) possfede des 
deriv^es secondes continues et lorsqu'elle satisfait i des conditions aux 
limites appropri^es, la fonction .^ (x, , ... x^) est ^gale i une certaine 
combinaison lin^aire de la fonction / et de ses deriv^es jusqu'au second 
ordre inclusivement. Cette remarque est en rialiti la riciproque (imme- 
diate d'ailleurs) du th^orime que, dans le cas de la fonction de Green 
ordinaire, on peut ^noncer de la fa^on suivante : la fonction u s'annulant 
sur la frontiere du domaine (D) et virifiant i Tintirieur de ce domaine 
r&}uation aux d^riv&es partielles 

(3) ]L^+9(*.> ••• = 

peut 6tre representee par la for mule suivante: 

J(D) J 



*) David Hilbert, Grund%ug$ einer allgemdnen Theoru der limann InUgralgUi^ 
chungen, erste und iweite Mitthiilung (Gdtdnger Nachrichten, 1904, Hefte i und 5). 

**) Plemelj, Ueher die Antuendung dcr FREDHOLM'^f^en Funktianalgleicbungen 
in der Potentialtheorie (Sitzungsberichte, "Wien 1903) ; Zur theorii der ^kbxhrgim* schen 
Funktionalghichung ; Ueher lineare Rendwertanfgahen der PotenUtdtheorii (Monatshefte 
fur Mathematik und Physik, XV. Jahrg., p. 93 u. p. 337). 

•**) Stekloff, Mhnoire sur Us fonctions harmoniques de'VL H. PoiNCAl(^ (An- 
nales de la Faculty des Sciences de Toulouse, 2^ s^rie, t. II). 

**^) Consulter les mtooires dt^s par M. Hilbert dans le travail axt plus haut 
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en d^signant par [a un facteur numirique (6gal i — pour « = 2 ct 

2 IT 

i — pour « = 3) et en supposant que la fonction 9 virifie les con- 
ditions voulues pour que la fonction representee par la fonnule (4) 
admette des d6riv6es pardelles continues jusqu'au second ordre indusir 
vement. 

Pour que la solution de T^quation (i) donn^e par M. Hilbert soit 
applicable, il faut: 

i) Que la fonction /(x, , ... x^) sadsfasse i certaines conditions 
aux limites. 

2) Que cette fonction admette des d^rivies pardelles continues 
jusqu'au second ordre indusivement. 

La premiere de ces restrictions est manifestement une condition de 
possibility du problcme, du moins dans le cas oxx la fonction ^(x, ,...jcJ, 
doit <itre finie, il est done impossible de s'en d^barrasser. H n'en est au 
contraire pas de m^me de la seconde. Je me propose, et ce sera I'objet 
principal de ce travail, d'^tablir le th^ordme suivant: 

Lorsque la fonction G repr^sente la fonction de Greek ordinaire 
relative au domaine (£)), ou I'une des fonctions de Green generalisies 
consideries par M. Hilbert et lorsque la fonction / virifie la premie 
des deux conditions qui viennent d'etre ^nonc^es, il est nicessaire et suf- 
fisant, pour qu'il existe une fonction continue 9 v^rifiant r&}uation (i), 
que Texpression 

J[/(x, , ... Xj-|-/7, ... x„)+/(x, , ... Xj— A, ... xj]— 2n/(x, , ... xj 
A(/, h)=^ P 

ait pour limite, lorsque h tend vers z6ro, une fonction /, (x, , ... xj, 
continue dans le domaine (J?); lorsque cette condition est v6rifi^ on 
obdendra la fonction demandte 9 (x, , ... x^) en rempla^ant dans la 
formule de M. Hilbert *) Texpression : 

par la fonction /, (x, , ... xJ. 

Rien d'essenriel ne distingue les uns des autres les cas qui corres- 



*) Loc. dt, pag. 238. 
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pondent aux diSi^rentes valeurs du nombre de dimensions n de Tespace 
consid^r^ *). Nous prendrons n = 3 et nous ctablirons dans les n°' sui- 
vants une s^rie de propositions d'oCi ii sera ais^ de d^duire le th^or^me 
que nous venons d'inoncer. 

2. Ddsignons par Xy y, [ et x\ y\ 7^' les coordonnies rectangulaires 
de deux points dans Tespace, par r leur distance, par <p(x, y, :Q une 
foncdon continue dans tout le domaine (D) et par d t' T^l^ment de vo- 
lume relatif au point (x\ y\ :('). Posons ensuite 

J{D) ^ 

od, comme Tindique Tindice (D), Tint^grarion doit etre itendue i tout 
le domaine (D). Je dis que Ton aura 

(6) lim A (*, /?) = — 47C(p (x, y, 0> 

quelle que soit la position du point (x, yy ;() i Tint^rieur du domaine (D). 
J*observe tout d*abord que Ton a 

quel que soit h ; on pent done, sans nuire i la g^n^ralit^ de la demons- 
tration, admettre que 

Cela pos6, envisageons, en mfime temps que les points Ai(x, )>, 7^) 
ct Af '(x', y\ 7C)y les points A(x-^hy y^ 0> K^y y+hy et C(x, y, [-{-h), 
ainsi que leurs sym6triques A\ B' et C par rapport au point M ; nous 
aorons : 

= J_ r_L_ _i_ _!_ J. .J L _L_ j_ _!_ . _L_ _ ±1 

b*\_AM'^ BU'^ CM'^ A'M'^ B'M'^ CM' r\ 

<8) A (*, h) =Jj ix', y', ;j') A (-L , h) d r'. 

Soient ot, P et y les cosinus directeurs du vecteur MM' et P^(u) le 



*) Je isds abstraction du cas 11=1 ot mon th^or^me ne pr^enterait aucun 
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polyndme de Legendre de degri n en ». La formule (7) nous doanera: ^ 

(9) A (^, *) = 2|,[^«(«) + ^«(P) + ^«(T)lpi- 

lorsque 

r>*; 
et 

(10) a(-L, fe)=4(^— i-)+2£[P^(a>fP,JP)-l-i>4T)]^ 

lorsque 

r<A. 

Disignons par e un nombre positif non nul dont nous nous rfaer — 
vons de disposer plus tard. 

La foncdon 9 (x, y^ :() ^tant condnue, on pourra faire correspondrt 
au nombre c, si pent qu'il soit, un nombre posidf p, difftrent de zkn 
tel que I'in^galit^ 

(* - xy + (y - yj + fe - <r ^ p' 

entraine Tm^galit^ 

(") l?(^3'. 0-9(«'. /, oi<«- 

D6crivons du point Af (x, y^ :() comme centre une sphere (2) d 
rayon p et supposons que I'on ait pris p assez petit pour que cette sphic 



et 



BQi) =J^ A^^, hy<fix\ y\ o - 9(^> y^ 0]^^^'; 



nous aurons 




soit situ^e toute enti^re i I'int^rieur du domaine (D). La sphere (^ ) 

dicomposera le domaine (D) en deux auires (D^) et (DJ dont V\ 
soit (DJ, sera intirieur i cette sphere. Disignons par i,(A) et /,(i 
les deux parties de Tinttgrale (8) qui correspondent aux domaines (j 
et (DJ. 

Nous aurons 

(12) A(*,i,) = /.(fe) + /,(*). 

D^ailleurs 

(13) limlM = f a(^)9(*', /, l')d''' = o. 

Posons 



(14) /.(fc) = ^(fe) + 5(*). 
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SupposoQs, comme nous en avons le droit, que 

(15) '^<p- 

On s'assurera au moyen d'un cakul facile que 

(16) AQj) = — 4^T(^> yy 0- 

Cherchons une limite supirieure de la valeur absolue de B(h) et de- 
sign ons i cet effet par S une longueur infi&rieure i chacune des longueurs 
h et f — h. Cela posi, envisageons deux spheres (2,) et (2,), de rayons 
b — X et fc -f" ^> concentriques i la sphere (2). Ces spheres d&ompo- 
seront le domaine W^) en trois parties dent Tune sera limit^e par la 
sphere (2,), la seconde par les spheres (2 J et (SJ et la troisi^e par 
les spheres (2 J et (2). Soient '^^(h)^ ^'aC*) ^^ ^}(J^) ^^ p^urties corres- 
pondantes de Tint^ale B(h); nous aurons 

(17) 5(fe) = 4'.W + +,(*) + +,(*). 

Consid6rons le point d'intersecdon M" du rayon MM' avec la sphere 
(2'), de rayon un, concentrique aux spheres (2,), (2j et (2) et disi- 
gnons par da' T^lement de surface de la sphere (2') relatif au point 
Ai". L'in^galiti (ii) 6tant virifi^e pour toutes les positions du point 
M'(x', y', :^') d Tintirieur de la sph^e (2), les formules (9) et (lo) 
donneront : 

i4-,i < ztXh"-' r -^. f iip,.(«)i + ip^(P)i + \p„(t)\}d.' 

'*.'<Fr(T-T)-'L-' 

Une in^galit^ bien connue, due i M. Schwarz, nous donne : 

ft/ (2') J •/(2') J (2') 

d ou 



•/(2 



47c 41c 



lP,„(«)|d.T'<-— ^j;=< 



(2') **" f^4 m -|- I f/2 m — 2 

On pent ^videmment remplacer, dans cette in^galiti, la fonction 
Pj^(a) par chacune des fonctions P,^(P) et P,„(y). lyailleurs : 



/ 

t/fc- 






XmiJ. C»rc. MiUtm. P^Urme, t. XIX (190s). — Sumpato U 10 febbrajo 1905. 19 
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r 



r-^r <-»=;:-< '-* 



2tn + 3 2m — 2 * 

r(T-f)-<^- 

On aura done 

(i8) I'1'.I4-I4',I<JV.«. 

en disignant par N un facteur puremtni num&ique d&termin6 au nioyeo 
de r^uadon suivante : 

N = 47^(i + 6f '• rV 

V "^(itn—iy/ 

Je fais maintenant les remarques suivantes: 

i) L'in^alit^ (^S) a lieu, quelque petite que soit la valeur attri- 
bute i i. 

2) n est Evident que Ton a : 

lim ^^ = 0. 

n r^sulte de li que I'in^alit^ (18) et T^uation (17) entrainent Tin^- 

galit^ suivante : 

\B(h)\<Nt, 

d'o£i i'on conciura, en tenant compte des relations (14) et (16), Tini- 
galiti suivante: 

in6galit6 qui, faisons-le remarquer, a lieu sous la seule condition que 
I'in^galit^ (15) soit v^rifite. Le nonibre c pouvant ctre pris aussi petit 
que Ton voudra, on pourra, puisque N repr&ente un facteur purement 
num^rique, choisir c de fa^on i avoir 

en dfeignant par v un nombre positif different de z^ro mais d'ailleurs 
aussi petit que Ton voudra. Nous avons done : 

lim /,(/;) = — 4w<p(x, y, 0- 

En s'appuyant sur cette Equation, on d^duira imm6diatement des 
Equations (12) et (13) la relation (6), relation qu'il s'agissait pricisiment 
de d^ontrer. 

3. Pour aller plus loin, considfrons une fonction continue u(x, y, x) 
v^rifiant dans toute Titendue du domaine (D) Tiquation suivante : 
(19) lim A(u, h) =. o. 
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Je dis que la fonction u possidera des d6riv6es de tous les ordres 
continues i I'int^rieur du domaine (Z)) et qu'elle satisfaira, dans toute 
r^tendue de ce domaine, i i'iquadon de Laplace : 

(20) ^ (u) = 0. 

Ce thiorfeme n'est que Textension 4 plusieurs variables du thiorfeme 
bien connu de M. Schwarz sur iequel repose la demonstration de 
M. Cantor d'un thior^me fondamental dans la thtorie des series tri- 
gonom^triques *). 

Pour ^tablir le thiorfeme que nous venons d'inoncer, disignons par 
V la fonction v6rifiant dans toute T^tendue du domaine (D) Tiquation 

A (v) = o 

et prenant sur la fronti^re de ce domaine des valeurs ^gales i celles de 

la fonction u. Soit en outre w la fonction virifiant dans le domaine (D) 

l'6quation 

^(w)= I 

et se r^duisant i z6ro i la fronti^re de ce domaine. D^signons enfin par 
Y) un nombre 6gal 4 -|" ^ ®^ ^ — i et par / une ind6termin6e r^elle. 
Cela posi, consid^rons la fonction : 

K^> >> = ^(^ — '^) + ^'^' 
Nous aurons : 

limA(4;, b) = t\ 

Cette Equation prouve que la fonction ^ ne peut avoir de maximum 
en aucun point situi 4 Tintirieur du domaine (D). H en rfaulte que la 
fonction ^ est negative ou nuUe dans le domaine D. En e£Fet, si elle 
pouvait devenir positive dans ce domaine, elle aurait un maximum puis- 
qu'elle s'annule sur la fronti^re et qu'elle est continue. Ceci devant avoir 
lieu quelque petit que soit t et quelque soit le signe de t), la difference 
u — V doit toe nulle identiquement. 

On a done: 

et le thtor^me est dimontr^. 

4. Voici une consequence importante des proposttioiis ti 
les n''* precedents : lorsque pour une certaine fonctioQ % 

limA(tt, b)=f(^x,y, 0» 



*) Voir PiCARD, TraUi d'Jndlyu, t I, i** ld» pu A 
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oCi / repr^sente .une fonction continue, est virifiie dans toute Titendue 
du domaine (D), la fonction u admet des dirivies premises continues 
en chaque point situ6 i I'intirieur de ce domaine. En effet, posons 

(21) H^.y>0 = ^ + izf /(^', y> O V ^ 

4^ •/(D) ^ 

oti l*on a d6sign6 par r la distance des points (x, y, [) ct (x', y', ^') 
et par dt' Tiliment de volume relatif au point (x', y\ i'). D*aprds le 
tb^ordme du n° 2 on aura 

lim A (i|;, /;) = o 



dans toute T^tendue du domaine (D). 

Done, en vertu du thiorfeme du n° pricident, la fonction ^ pos- 
s^dera, i Tintirieur du domaine (£)), des d^riv6es de tous les ordres et 
sadsfaira i T^uadon 

U s'ensuit, i cause de I'iquadon (21), que la foncdon u poss6dera 
Inea des d^riv^es premieres continues. 

U ne sera pas inutile de faire la remarque suivante : si Ton d^ 
signe par (w,)^ la vakur d'une dirivie premiere de la fonction u en 
un point A situi i Tint^rieur du domaine (D) et par (wj^ U valeur 
de la m£me d6riv6e en un autre point de ce domaine, on aura : 



l(«.)i, - («.)J < mVab 

en disignant par M un nombre positif fini, ind^pendant des coordonn6es 
du point B mais pouvant d^pendre de la plus courte distance du point 
^ i la frontifere du domaine (D). 

5. Disignons par a, t, c et p trois fonctions donnies des variables 
X, yy :( poss^dant des derivies premieres continues dans toute T^tendue 
du domaine (D) et m&ne sur la frontifere de ce domaine et supposons 
qu'une fonction u (x, y^ :^) jouisse des propriit& suivantcs : 

i) L'expression 

(22) lim A(u, h) = /(x, y, 

repr&ente une fonction continue dans toute P6tendue du domaine (D). 
2) On a 

(23) jj^^(^» *) + '^d^+*d^ + ^d^ + ^'* = ^- 
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Je (lis que la fonccion u possidera des deriv^es secondes continues 
i I'int^rieur du domaine {D) et qu'elle satisfaira i I'^uation aux diriv^ 
pardelles 

(24) A(i*) ^aj^-j-bj^ + c^+pu = o. 

En effet, d'aprds ce que Yon a vu au n° pricident, nous aurons: 

en donnant aux symboles r' et (^t' le m£me sens que plus haut et en 
d^signant par ^ une int^grale de I'^quation 

D'ailleurs la comparaison des Equations (22) et (23) nous donne 
jrr V du ,du du 

n s'ensuit, en tenant compte de la remarque faite i la fin du n^ 
pr6c6dent, que Ton aura : 



l/(^> y> 0-/(^0. yo, Ko)\ < Mi/(x _ xj -\-iy- yy + a - o' , 

en d^signant par x^ , y^y :(j, les coordonnies d*un point situ6 ii Tintirieur 
du domaine (D) et par M un nombre positif jouissant des mfimes pro- 
pri6t6s que le nombre repr^senti par cette lettre au n** prtcMent. Done, 
en vertu de la formule (25), la fonction u possMera des d6riv6es secondes 
continues i Tintirieur du domaine (D). D6s lors on aura: 

lim A (u, /?) -= A u. 

Cela prouve que la fonction u satisfaira bien i Tiquation (24). 

En s'appuyant sur ce thtorSme ainsi que sur les propositions itablies 
dans les n°' prtc^dents, on itablira, avec un peu d'attention, le thtorteie 
6nonci 4 la fin du n** i. 

6. Sans insister sur les applications de ce thior&ne, je voudrais seu- 
lement faire remarquer qu'il permet d'itendre les conditions de validity 
des d^veloppements en series dont j*ai parli au n** i de ce travail. En eflfet 
pour itablir la ligitimiti d'un de ces d^veloppements pour une fonction 
donnte /(x, y, ;^), on pent, en s'appuyant sur mon th^ortaie, se dispenser 
d'admettre, comme on Ta fait jusqu'i present, que la quantity 
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existe; il suffit de supposer, sans rien changer aux autres hypotheses su 

lesquelles reposent les demonstrations des auteurs cit^s au n^ i, qu 

['expression 

limA(/, h) 



repr^sente une fonction continue. Cette hypoth^, rappelons-le, entrain 
Texistence des d^riv^es premieres de la fonction /(x, y, 7^\ mais nM 
mtni celle des d&iv6es secondes k moins que la fonction / ne depend 
que d'une seule variable. 

Cracovie, le 17 Novembre 1904. 

S. Z A RE MBA. 
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LE FORMULE DEL SAINT-VENANT 
PER LE DEFORMAZIONI FINITE. 

Nota di R. Maroolongo, in Messina. 



AdunaniA dell'ii dicembre 1904. 



I. La deformazione finita d'un mezzo continuo & pienamente indi- 
viduata dalle sei componenti di deformazione, considerate da Cauchy *). 

Se u, Vy w rappresentano le componenti ortogonali dcUo spostamento 
di un punto x, y, j^ q si pone 
, ^ . du du du 

le componenti e, , e^ , e , y, > Ya » Y« ^ deformaaone sono espresse dalle : 

( «!. + <. + «!. = I + 2«. 
(2) j <, + «', + <> = ! + 2*, 

^13^12 I ^23 aa I 33 ja 11 

^M^,3 + ^a.^a3 + ^«^3=Ta 
^,a^.. + ^aa^a, + ^a ^31 = ^3 • 

Nello studio della deformazione ha una speciale importanza la cosi- 
detta funiione caratteristica <p, definita dalla 

(4) i ^^^^'^''^O = + 20^' + (i + ^O/ + (i + ^s)^' 

Infatti, mediante f si pu6 agevolmente esprimere il coefficiente di 
dilatazione lineare di una retta, in una deformazione omogenea; e me- 



*) Vedi la mia: Teoria matematica dsH'cquilibrio dei cor pi glastici, Milano, 1904; 
pag. 1 01. 
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(J) ^ = 



diante la forma polare di 9 si pu6 esprimere lo scorrimento mutuo 
due rette ; infine la 9 := cost, rappresenta un ellissoide che si trasform 
in una sfera *). 

Per ci6 che dovremo dire in segmto giova considerare la foi 
reciproca di f ; per6 se A ^ il discriminante di 9, cio£ 

i + ^«. T, T, 

Y3 1 + 2^ T. 

Ya Y, I + ^S 

e accenniamo con A^^ 11 rapporto tra gli elementi aggiunti di A e lo 

stesso Ay la forma reciproca 4» di 9 resta definita da 

2. Vogliasi ora vedere se date le sei componenti di deformazic^ :^cne 
resta determinata la corrispondente deformazioue. Un tal problema e 

identico con quello della integrabilitik dei sbtemi (2) e (j) di sei eqa-::^i.-a- 
zioni differ enziali di primo or dine cui soddisfano le tre funzioni incogr».^l^te 
tt, Vy «;, supponendo date le e. e y. . 

Supponiamo che questi sistemi definiscano effettivamente u, Vy 
Posto per compendio 

de^ de^ 

^" ~ d7 ' '" ~ ay * ^^'' 

direttamente, o partendo da una relazione generale facile a stabilirsi 
si ottengono i seguenti sistemi : 

_ d'u d'v d'w 

(7) \ Y,. - e.a = ^«a 53^ + ^aa-^a + «,.-^ 

Ya. — «.5 — ^,j^» + ^2,jp + ^, "gl^a ; 

ed altri due, che accenneremo rispettivamente con (8) e (9), e cb^ 5' 

■ 

deducono da questo con permutazioni circolari delle lettere e degli ^^' 
dici. Inoltre 



*) Vedi la min Nota: Les cotnposantes de diformation d'un milieu continu C 
Sdencias math, e astron., XIII, 1899]. 
••) Vedi la NoU duta. 
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T^ T,i + Ta2 + W — ^«« d^ d;^ "*■ ^*' d)f d:^ ■*" ^3« a^ 5;^ 



e 



3'~'''3aya^+^a3aya^+^33ayd^' 

altri due che, come al solito, si deducono da questo e che accenne- 
^ino con (ii) e (12). 

Derivando il sistema (9) rispetto ad y, otterremo 

^ydz dxdy u^^di' dxdy~^''dydi''^^''dydx^''^'^''dy^' 

Derivando invece il sistema (10) rispetto [y ed ammettendo la m- 
^ertibiliti deU'ordine delle derivazioni, otterremo un altro sistema che ha 
i secondi membri eguali a quelli del sistema precedente ; onde deve essere 

^ ^^^ yt, I d /dy, »ra ^3\ y/ d'u d'u d'u ^\ 

dxdy 2 dTiXdx'^ dy d^i) ^\dyd:(^dxdi dxdyd:C/' 

Operand o m modo analogo per le — \ :s z y — X ^\ , ot- 

OT^ox oxoy 

terremo altre quattro relazioni che si deducono dalle precedenti con 
permutazioni circolari. E cosl ancora si vedrebbe agevolmente che la 
stessa operazione eseguita per le altre derivate 

y(u, Vy w) d^(u, Vy tu) d^(uy Vy w) d^(uy V, w) 

d/dt ' di'dx ' dx'dy ' dxdydi ' 

noa conduce a relazioni diverse dalle sei gii determinate. 

lyaltra parte, come ora vedremo subito, i secondi membri delle (13) 
si esprimono agevolmente mediante le t.y y. q le loro derivate. Abbiamo 
dunque ottenute sei relazioni necessarie per la esistenza delle u^ Vy w e 
che chiamansi appunto del Saint- Venant. 

Se infatti indichiamo con A il determinante delle a^^ ; e con A^^ Te- 
lemento aggiunto di a^^; la risoluzione dei sistemi (7), ... (12) rispetto 

Rtmd, Cirt. UMitm, tdUnmo, t. XIX (1905). — Stampato il xo febbrajo 190$. 20 
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alle derivate seconde delle u, v, w, conduce ad equazioni della forma: 
(14) J^P. = ^»« + ^„P + ^.,T. 

cosl, p. es., se a, — g;p , p, = ^ , Y, = -^a , 6 pure 

« = «!.. P = Y„ — ««. Y = T« — «.j ; ecc-; 
e se 

P. = :^r5:; » T. = 



saxi. 

« = t(— Y., + Y„ + Y„)> P = «„. Y = Sa;ecc. 
Se ora diciamo «', P', y' ed a|, P|, y^' altre due terne di valori 
soddisfacend alle (14), si ottiene agevoltnente 

«.< + p.p:+y.y; 

= ««'A.. + pp'A,. + YY'^, + (py' + p'y)^, + • • • 

cio^, per la (6), 

Z'— ^_Lfti£._L ^ — T '^ 

oppure 

2.«.«.-*\^a', P'. y7' 

dove con la notazione del secondo membro si accenna, in modo breve, 

la forma polare di 4>. Basta, a verificar tutto ci6, ricordare le note re- 

lazioni 

^' = A, 

relative al prodotto di due matrici. 

Questa semplice osservazione permette di eflfettuare agevolmente il 
calcolo dei secondi membri delle (13). Otteniamo quindi le relazioni ac- 
cennate nella forma semplice seguente 

d^ + "df "~ dydi ~ ^*L~("" T^" + T^" + T^3))> ^«)> Sj 



uYaj 'ji > Yij Yja I Sj J 
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Zii- _ -L A/_ ill + ill 4. ^\ 

^ Le., , €,, , ^ (y„ + Y„ — Y33)J 

_ 4> Ft (— Y.I + Y« + Y35)' ^3 > S« 1 

L e„, Y3. — ^i> Ya, -««,J 

ed altre quattro che si deducono con permutazioni circolari. 

3. Si deducono di qui le notissime formule, stabilite la prima volta 
dal Saint-Venant, pel caso della deformazione infinitesima. Un semplice 
ed elegante procedimento dovuto al Beltrami *) mostra, in quella ipotesi, 
che tali condizioni sono necessarie e sufficienti per la esistenza di Uy v^ 
w. La ricerca delle condizioni analoghe, per la deformazione finita, i 
stata fatta recenteniente dal sig. Manville **); il procedimento da noi se- 
guito non solo t piu diretto, ma permette di assegnare ai secondi membri 
delle (15) e (i6) una forma nuova, intimamente coUegata coUa forma 
^y reciproca della funzione caratteristica della deformazione, e mette quindi 
in rilievo Fimportanza che nello studio della deformazione pu6 avere 
tale forma ^. Basandosi poscia sui risultati fondamentali ottenuti dal 
sig. RiQUiER per k esistenza degli integrali di qualunque sistema di equa- 
zioni alle derivate parziali ***), il sig. Manville ha pure dimostrato che 
le (15) e (16) sono anche condizioni sufficienti. 

Messina, novembre 1904. 

R. Marcolokgo. 



*) Teor. mat,, etc, pag. 117 e seg. 

**) Sur la deformation finie d'un milieu continu [Thkses pr^entte i la Faculty 
des Sciences de Bordeaux (1903)]. 

***) Sur une question fondamentaU du calcul intigral [Acta Mathematica, XXIIIy 
pp. 203-332 (1900)]. 



LE MOMENT DlNERTEE D'UN SIMPLEXE S(n + i) 
DE L'ESPACE E, PAR RAPPORT A UN £_. DE GET E, . 

Note de M. P. H. Sohoute, i Groningue. 



AdoiMnM dell' 1 1 dicembre 1904. 



Dans iln intiressant M6moire indtuli <r Sur Its moments d^ineriie des 
polygoncs et des polytdres » [Mim. de TAcad. de Belgique, t. LIV ( 1 900), 
n® 2, p. 15] M. G. CesXro a publii le thioreme: 

« Lc moment d'inertie d'un titrafedre, de volume T, par rapport 
i, tin plan duquel ses sommets sont distants de y^y y^y y^y y^y est 

Le thior^e suivant en contient la generalisation polydimensionale. 

THfeoRfeME. — Le moment d'inertie M d*un simplexe S(n-|-i) de Vespace 
E^d n dimensions par rapport it un espace quelconque E^^ de cet E^ s'expri- 
me dans le volume V du simplexe et les distances y^y (i= i, 2, ... «4'0> 
des sommets du simplexe 4 cet espace E^_^ par la formule 

La demonstration de cette formule par le calcul direct itant trop 
laborieuse, nous la prouvons par I'intermediaire de trois lemmes. Nous 
y confondrons les notions « volume » et « masse », en supposant que 
I'unite de volume du simplexe homogfine contienne Tuniti de masse. 

Lemme L — Si, pour comparer entre eux les moments d'inertie M^^^ 
d'un polytope quelconque donni par rapport aux diffirents espaus El^^^ pas- 
sant par un mime point 0, on porte sur la normale OP en it chaque 
espace jE|;^, 4 partir du point de part et d' autre une longeur A igale 



M = 
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4 ■ , le lieu gionUirique des points A est un espace quadratique fermi 

(?;^ i unlre 0. 

Get « espace d'inertie » s'appelle « espace central d'inertie », si le 
point est le centre de graviti de ia masse du polytope. Et la con- 
naissance de cet espace central entraine celle des moments d'inertie par 
rapport aux espaces E^,^ quelconquos ne passant pas par le centre de 
gravity. 

DEMONSTRATION. — Soit i'origine d'un systfime (X, X^ ... XJ 
de coordonnies rectangulaires. Par rapport i ce systtaie Tiquation 

(i) X, cos oi^ -\- x^ cos oi^-j^ • • • -f- ^« cos \'= o 

repr&ente Tespace £^, par 0, pour lequel a^ , a^ , ... a^ d^signent les 
angles de la normale OP avec les axes OX, , 0-X,, ... OX^. Done on 
trouve 

Tintigrale s'itendant i tous les il6m6nts de masse du polytope. En po- 
sant, pour raccourcir, 

J x\dm^A^^^, J x^x^dm^A.^^, 

la derni^re ^nation devient 

M^^^ = ^ Aj^^, cos' «t + 2 ^ Aj^t cos aj cos a, . 
Done le lieu des points A en question est repr&enti par 

Y~4- ^".x ^^^^ «» + 2 ^ A,, cos c^^ cos a, , 
ou 

J A.i *i + 2 1; A^,x^ X, = i, 

ce qui devient en forme symbolique 

(2) (4 X. H- ^.x, + . . . H- A,xJ*' = I. 

Ce lieu quadratique i centre doit fitre un espace fermi, chaque 
rayon vecteur par le rencontrant en deux points riels. 

Pour le moment d'inertie par rapport i un espace E^*^^ parallde 4 
Tespace £^{1, repr&enti par (i) i distance a on trouve 

/ (^ + ^ydm = / r^dm -^ 2a I rdm + ^ / dm. 
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Si est le centre de gravity de la masse m, on a done 
(3) M<*^ = Ai<^^ + mfl\ 

Lemme n. — Si, dans le cas spicial du simplexe S(fi -f- i), o« sub- 

stitue dans U lemme pricideni pour le moment d'inertie viritable j r^dm 

I'expression indiquie dans notre thiorhme, on obtient, pour le lieu des exiri- 
miUs A des longueurs porties sur les normales, tout de mitne un espau qua- 
dratique fermi Q}^^ i centre 0, menant, si est le centre de graviti, de 
la mime manitre i la connaissance des moments d'inertie par rapport aux 
espaces E^_^ quelconques ne passant pas par ce centre de graviti, 
DEMONSTRATION. — En fepfisentant par 

wi,** y»,k> • • ' yn,k) 
les coordonnies du sommet P^ du simplexe, on trouve pour y,^ figurant 
dans I'expression indiqute au thior^e 

y^^ cos a^ 4- y^, cos a, + }- y^^ cos a. . 

Done on a 

+ [X Oi,* cos ""^ + y^.^ cos a^ + h :y.,j cos a J J j . 

En indiquant par A^ j et 2A^j les coefficients de cos'a^ et cos a^cos a, , 
cette Equation devient 

M^^^ = 2i -^fc,k cos* *t + 2 ^ Aj^j cos ttj cos a, . 
I I 

Done, on trouve de la mtoie maniftre 

(4) (2.*. + 2,*. + . . . + A,x,r^ = I . 

Et, si est le centre de graviti du simplexe, on a ^^j = o, de 

I 

manidre qu'on trouve 

ce qui se riduit i 

comme Texige la relation (3) dans le cas du moment d'inertie viritable. 
Si est le centre de graviti, Texpression indiquie dans le thioreme 

se riduit i — 7 — i — r- > yl . 
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Lemme in. — Les deux espaces quadratiques Q^^^ et Q^^^ ccHncidenU 
DtMONSTRATiON. — La demonstration de ce troisitoie lemme est la 
plus substantielle de toutes ; elle se divise en deux parties bien difF(&- 
rentes. Dans la premiere partie nous montrons par le calcul direct que 
I'expression indiqute au thtorteie reprisente effectivement le vrai mo- 
ment d'inertie dans tous les cas oCi I'espace correspondant £"^_, est pa- 
ralldle i deux espaces limitants opposes du simplexe contenant ensemble 
les w -f" ^ sommets. Et dans la seconde partie nous faisons voir que 
cela suffit pour la coincidence des deux espaces quadratiques. 

Soient £._j et E^^ deux espaces limitants opposes du simplexe 
S(w + i) et repr&entons par h la distance de ces espaces et par V 

et V^_^ les volumes des simplexes S/P,P,...PpetS.,^^.(V»^^-^-^-«) 
quails conriennent. Soit E^^^^ Tespace n — i-dimensional passant par £" 

et paralleie i E^.. Considirons Tintersecrion du simplexe S(w -f- i) 

avec Tespace £^^, parallde i £{_, 4 une distance x et situi du cdt6 

de f,_*. On s'imagine ce polytope n — i -dimensional de la mani^re 

suivante. Soient S^'^ et S^^ip^^ les simplexes d'intersection de E^^^^ avec 

les cdnes i bases S et S^_ , le sommet du premier itant un point 

quelconque de £^_. et celui du second un point quelconque de £. , ; 

cela pos6, on obtient Tintersection cherchie en faisant parcourir chaque 

point de S^'^ un simplexe Equipollent i S^n^p^i • Done les deux int^rales 

oi \ reprisente le mfime coefficient numirique dependant des angles 
formfa par E et E^., font connaitre respectivement le moment d'i- 
nertie de la masse m et la masse m elle-m£me. Par la substitution 
X =: h sin* 9 on trouve done 



M^^^ = mb 



f sin 9*'"-"*' cos'^-'d 9 

a Jo ___^ 



sin9*^-^>^'cos*^-'d9 
Eu ^rd 4 la formule de reduction 

J' sin** 9 cos^ 9 (i 9 == ^---7— / sin**"* 9 cos^ 9 d 9 , 
o r* "i •/o 

ce r&ultat se transforme en 
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di questo problema fu il Casorati •), il quale fcce vedere come tutd 
gli invariand differenziali di una forma quadradca binaria possano avera 
algebricamente con un processo di pura eliminazione. 

Tale risultato (u generalizzato dal prof. Rica : qucsd, partendo da 
una importante osservazione di Christoffel **), mostr6 ***) che la de- 
terminazione di tutd gli invariand differenziali di un sistenia di forme, 
delle quali almeno una sia quadradca, pu6 ridursi a quella d^li invariaati 
algebrici di un sistema di forme. 

II prof. SoMiGUANA +) cerc6 poi di dare al metodo del prof. Ricd 
la massima generality liberandolo dalla condizione che il sistema di fonn^ 
che si considera ne contenga una quadradca. Ma per la appUcaaone d^ 
suoi risultad, come egli stesso osserva, si richiede che il sistema contenga 
almeno una forma tale che possa con una sosdtuzione ridursi ad aver^ 
tutd i coefficiend costand e che soddisfi ad alcune altre condizioni espri- 
mend la possibilitd di risolvcre cerd sistemi di equazioni Uneari: queste 
Imiitazioni tolgono per6 molta importanza alia ricerca di questo Autore. 

In questo lavoro, che ha pure per iscopo la estensione dei risultad 
del prof. Ricciy io, giovandomi dei simboli reladvi ad una forma diffie- 
renziale gi4 considerad dal prof. Pascal f f ) e da me fff ), dimostro che 
la determinazione di mold invariand differenziali di un sistema di forme 
qualunque pu6 sempre ridursi a quella degli invariand algebrici di un 
sistema di forme, quando una delle forme del sistema abbia un invariante 
algebrico diverso da zero ed il determinante che di il valore della sua 
forma hessiatia (§ 3) abbia la caratterisdca non minore di //— i, se « fi 
il nuniero delle variabili (anzi per la determinazione degli invariand diffe- 
renziali di primo ordine basta sia soddisfatta solo la seconda di queste 



*) Casorati, Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classc, etc [Annali 
di Matematica, s. I, t. Ill e IV (i86o-i86i)J. 

••) Christoffel, Ueber die Transformation der bomogenen DifferentialausdriUke, 
etc. [Joura. far die reine u. ang. Math., Bd. LXX (1869), pp. 46-70], § 6, pag. 56. 

•••) Ricci e Levi-Civita, Mithodes de calcul diffirentiel absolu, etc [Mathema- 
tisdie Annalen, Bd. LIV (1901), pp. 125-201 J. 

f ) Somigliana, Sulla trasforma^ione delle equazioni Uneari, omogenu, etc [Annali 
di Matematica, s. II, t. XVIII (1890)], S 8, pag. 293. 

f f ) Pascal, Sulla costru^ione dei simboli a carattere invariantivo, etc. [Rendiconti 
Accademia Lincei, s. V, t. XII (1° semestre 1903), pag. 377J. 

fff) / simboli di Christoffel estesi^ etc. [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t XVII (1903), pag. 287]. 
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condizioni). Pel carattere invarianrivo di queste condizioni si potri sempre 
subito vedere se esse sono o no soddisfatte, mentre non sari sempre 
facile di potere stabilire se per una forma si verifichino o no le condizioni 
richieste dal prof. Somigliana. 

Inoltre le condizioni che io trovo corrispondono esattamente a quelk 
che si richiede nel calcolo differenziale assoluto del prof. Ricci, che ciofe 
il discriminante della forma quadratica non sia identicamente nullo. 

£ bene infine osservare che lo studio delle equazioni alle derivate 
parziali cui soddisfanno gli invarianti differenziali, studio cominciato da 
Lie *), proseguito da Zorawski **), Levi-Civita ***) e da altri, se ha ser- 
vito a dimostrare alcune notevoli loro proprieti pu6 per6 difEcilmente 
condurre alia effettiva determinazione degli invarianti stessi. 

§ I . — Sistemi di forme differenzialL 

Se la forma differenziale di primo ordine e di grado r 

X^^^= y X. .dx. ... dx, , 



•i"-*r 



i cui coefEcienti X. . supporremo siano funzioni regolari nel punto ge- 
nerico (x° ... x°) delle n variabili x, . . . x^ , il cui valore non cambia 
comunque si permutino fra loro gli indici i^ ... i^ coUa sostituzione 

(1) y.=y.{x, ... x.) (,= !,...«) 

(ove D ^ W' • " y^) 9^ o I , si muta nella forma 
d(x, ... xj^ / 

si ha 

Y -lii ... ^ . 

- - , , ^i"^rdx. dx. 

Perci6 la forma differenziale di primo ordine e di grado r — 5 

^r"'^ i^ Z ^.- idx, ... dx, , 



»f«»r— « 



*) Lib, Ueber Differ mtialinvarianten [Mathematische Annalen, Bd. XXIV (1884X 

PP- 537-578]. 

*) Zorawski, Uehtr BiegungsinvarianUn [Acta Mathematica, t XVI (1892)]. 

Levi-Civita, Sugli invarianti assoluU [Alti Istituto Vcneto, s. VII, t V 
(1893-94), pag. 1447]. 
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fonnata coi coefficieoti della X^^^ che hanno s degli r indici comuni, e 
quindi tale che 

X<'>= y X!'-'> ,dx, 



»r— i-f i"-*r 



.*-«-i 



• '^\y 



se 






•«•*-! 



• '^^'i, » 



soddisfa alia relazione 

ciofe : /e /brm^ X!*^"'^ . con una sostituzione di variabili si trasformano 

co\\a stessa Itgge colla quale si trasformano i coefficienti di una forma dif- 
feren^iale di primo ordine e di grado s. 

Posto ci6, abbiasi un sistema di m forme difierenziali ennarie aventi 
i gradi r, . . . r^ 

X^'^^ =^ y Xi i dx. ... dx. r*— T •M^ 

diremo che le m forme X^*^*^ sono fra loro linearmente indipendenti quando 
non esiste alcun sistema di forme di£ferenziali T^*^^ tali che si abbia 

(3) £r<"'x<;»-'> = o; (,==,...„) 

fc-t 

se ci6 si verificasse si avrebbe anche evidentemente 

(4) £r'»>x<'»» = o. 

I gradi t^ delle forme T^'*^ soddisferanno poi alle relazioni *) 
Consideriamo poi la matrice 



(5) 

i cui elementi sono le forme diflferenziali Xl'*"'^ : i determinanti di qua- 
lunque ordine tratti dalla matrice (5) sono altrettante forme differenziali, 



*) Qui ammettiamo che il sistema di forme che si considera non consti di pid 
sbtemi di fonne non indipendenti. 
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epper6 potremo estendere alia matrice (5) rordinario concetto di carat- 
terisdca e concludere che : la condtT^ione necessaria e sufficientc pcrcht di 
un sisitma di m forme differen^iali ve ne siano p di linearmenk indipen- 
denii t che la caratteristica della matrice (5) rdativa al deito sistema sia 
appunio p. 

Se coUa sostituzione (i) la forma X^^^ si muta nell'altra 

la matrice (5) relativa al sistema trasformato ^ 



(5") 



yt*'!-') ^ ^ ^ y^*-*!-') 



d*altra parte, per la (2), la matrice (5) pu6 ottenersi come prodotto per 
colonne della matrice (j") per la matrice 



dy. 



dy. 



dx, dx^ 

Dunque : la caratteristica della matrice (5) t un invariante del sistema 
delle forme X^*^*^ rispetto ad ogni trasformaxiont di variabili; od, in altre 
parole, un sistema di m forme differen^iali, delle quali solo p sono linear* 
mente indipendenti fra loro, viene trasformato da una sosiitu:i^ione qualsiasi 
in un altro sistema di forme, delle quali soltanto p saranno pure linear- 
mente indipendenti. 

II criterio per giudicare della indipendenza lineare di pifi forme pu6 
modificarsi nel caso in coi tutte le forme abbiano uguale grado: infatti 
se si ha il sistema di forme di uguale grado 

-^W = .Z ^i^...i,(i)^^i^ • • • ^^V (* = I, . . . m), 

anche le forme T dovranno avere lo stesso grado t. E se supponiamo 

che tutti i coeflScienti della forma r{J| siano uguali a 9^, per la (3), le 

forme Xfjj saranno linearmente indipendenti quando non esiste alcun 
sistema di funzioni (f^ tali che 

m 

Zy?i^i . ikAXi ... dx. dx. ... dx. =0 (t>=i, ... fi> 
ossia tali che 
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m 

(6) 2. fh ^i,...i,(t) =0 (J, . . . i, = 1. . . . n) ; 

e quindi 

(60 S?»n') = o- 

Viceversa, dalla (6') possiamo dedurre la (6) e concludere che m forme 
differenziali di uguale grado X\[\ sono linearmente indipcndenti quando non 
esiste alcun sistema di funxioni 9j tali da rendcre possibile la ideniilii (6'). 
Formiamo ora la matrice 

che ha m colonne ed I "" i linee corrispondenti a tutte le com- 

binazioni con ripetizione della classe r"* degli indici i, 2, . . . w (ponendo 
nella stessa linea le X avend la stessa combinazione di indici %). Col 
metodo gi4 usato in altra Nota *) si pu6 vedere che la caratterisdca della 
matrice ((^) 6 invariante per ogni trasformazione di variabili. Inoltre, 
sc solo p delle m forme XjJ} sono fra loro linearmente indipendenti, per 
la (6) la caratterisdca della matrice ((^) sari p ; e viceversa, se la carat- 
terisdca della matrice ((^) t />, solo p delle m forme -X{j[} saranno fra 
loro linearmente indipendend. 

§ 2. — Covarianti ed invarianti algebrici. — Forma jacobiana. 

Una forma differenziale pu6 considerarsi come una forma algebrica 
nei differenziali e, poich^ operando sopra essa una sosdtuzione di variabili 
i differenziali vengono espressi in funzioni lineari omogenee dei differen- 
ziali delle nuove variabili, potremo per la ricerca dei covariand ed inva- 
riand algebrici delle forme differenziali applicare i risultad della teoria 
delle forme algebriche. 

Sicchfe, se consideriamo un sistema di n forme X^*'*^ e poniamo 
simbolicamente 



^'"'' = <^\lH.= [ta,,dx)j" 



(* = I, . . . ft). 



di guisa che a. . . . . a. . ^ il simbolo di X. . , la formola 

•) / simboli di Christoffel estesi, etc. [Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, tomo XVII (1903), pag. 287]. 
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(7) 



(x"-', ... x"«'y = 



II 



ffi 



^m • • • ^nn 



^{!)dx • • • ^ 



rn-P 
(n)dx > 



ove p=i, 2, ... 9, essendo q il piCi piccolo dei numeri r, ... r^, de- 
finiri ^ covarianti algebrid del sistema dato; cio6 si avri 

Per le forme differenziali binarie la espressione non simbolica della forma 
covariante (7) 6 evidentemente 

(X'" , x'"y = f (_ 0" ( M Airfl... xtfi.... • 

Quando le X^'*^ sono tutte uguali fra loro, prendendo p pari, si ha dalla 
(7) una classe di forme differenziali covarianti ad una forma data. In 
tale caso, se questa t di grado r impari, prendendo p = r — i, abbiamo 
dalla (7) una forma differenziale covariante alia forma data e di grado 
n (numero delle variabili). 

Se poi X^*"*' = X^^^ ed r 6 pari, ponendo p = r ricaviamo dalla (7) 
Tinvariante 



/ = 



^,« • • • ^m 



^m ' • • ^nn 



della forma differenziale X^^^ . Partendo da questo invariante il prof. So- 
MiGUANA *) ha esteso alle forme di grado pari il concetto ordinario di 
reciprociti ed ha costruito una espressione contenente oltre ai coefficienti 
della forma X^''^ (con r pari), le derivate prime di r funzioni arbitrarie 
e che rispetto alia X**'^ si comporta esattamente come il paramtiro diffe- 
renziale misto del Beltrami rispetto ad una forma differenziale quadratica. 
Poich6 

la (7) per ^ = I di 



(8) 



irn)\ 



(X^^'^ . . . X^^"0 = 



XI^'-*^ . . . X!^--'^ 



x!^»-'> . . . xi^-- 



I) 



ed il covariante simultaneo delle forme X^*"*^ definito dalla (8), covariante 



^ SOMIGUANA, loco dt, $ 6. 
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che diremo la forma jacobiana rebdva alle forme differenziali X*''*^ , non 
k identicamente nuUo, solo quando le forme X}^^ sono fra loro linear- 
mente indipendentL 

Denotando con K^*^ la forma jacotnana rdadva alle forme X^^^\ il 
suo grado a sari dato da 

a= Jr^ — n; 
e sc if^*** t il complemento algebrico di Xj''*"'* in K^*\ dot se 



ove a 



n = 2.^ — ^ — (» — 0> si *^i • 



F 



x^-'> . 







. . I O ... 

. . xj2r'"'^ xp-»-'» . . . xi'*^'-'> 


Xir^^) ^ 


• • ^';i7'' x;i7'> . . . Xl'-'> 



Se ora poniamo 



ZJ. s 






essendo per la (2) 



1£l 









moldpltcando fra loro per linee i determinanti che dinao i valori di 
^'•'' e £), , dopo una facile riduzione (essendo D . D, = i) si otdene 

I ...■«, > :a„> •'i ••••'i 



K^;'^ = D 






^1. ' ' - ^ n > dy * • • • ^1. 



e denotando con iSTl*"*^ la forma che si ottiene dalla K^"^^ sostituendo 

F 
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aUe X''»-'> le r/'-' avremo 

P P 

dx 

Perci6 Ic forme 

*""»> = I X, , iiri;»> . . . Klti' (* = I. . . . «) 

sono tali che, ponendo 

4,'(r».k) = X I^i fc Ki''^ . . • ^w'^ > 
si ha 

cio6 ciascuna delle n forme differ en:^iali 4>^''***^ ^ un covariante simultaneo 
delle forme X^'*^ . 

E se t/ = £7(Xj ... xj 6 una funzione arl)itraria delle x, la forma 
differenziale 



d^*»>(l7) = |^if^*)^ 



i tale che ponendo 



dJf^ 



si ha 



'""(") =|i«r'l^ 



si ottengono cosi delle forme differenziali contenenti le derivate prime di 
una funzione arbitraria e che rispettoad.i^n sistema di forme differenziali 
di grado qualunque si comportano in modo analogo a qui^lli iflei iPAra- 
petri differepziali di primo ordine rispettp alle forme differenziali qua- 
draiiche. 

5 3. — Forma hessiana. — Simboli di 2^ .specie. 

Se n\H ^ la forma differenziale che si ottiene dalla (7) quando 
tuttejle n forme X^^^^ soao uguali ^d _X^'^ e /) = 2 abbiamp 



n\H = 



^11 • • • ^m 



U,^ . . . d^ 

if" . r" 



"'(i)ds • • • "'{nUx 



«d i coefficienti simbolici collo stesso primo indice saranno tutti fra loro 
equivalenu. 

Rtmi. Cirt. MsUm. PmUnM, t. XIX (1905). ~ SumpAto il 16 febbrajo 190$. la 
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Ora 



fl,j ... a^, 



^in • • • ^im 



e quindi 



H = 



Z< •••Z^.i^i.i 

t i 

Z^«i ^..- • • • z^«. 



fl . . . iJ fl 



^ (2 . . . ^ 



=z 



»l •« 



I«, 



. . . iX.. a 



»»« «»« 



a^. a.. . . .a_. 



♦»., li, 



«•. 






ma 



dunque 



/f = 



(r-a) 



yir-a) y 

'^11 • • • '^if» 



jl^(r-a) X^*""*^ 



HI 



nn 



La forma differenziale if, che diremo /a /(^rma hessiana della forma 
data, ^ dunque una forma di grado n(r — 2) covariante alia forma stessa 
X^'\ come potrebbe verificarsi direttamente applicando la (2). 

Supponiamo che la forma hessiana della forma diflferenziale X^""^ sia 
identicamente nulla : allora le n forme X['~'^ . . . XJ,'"'^ non saranno li- 
nearmente indipendenti fra loro, esisteri cio6 (§ i) un sistema di fun- 
zioni ii^ tali che 

ossia tali che 

(9) Z ^i...... K = ° («. • • V_. = I, . . . »). 

• • * 

E gli « — X integrali indipendenti j', . . . y^_^ della equazione alle derivate 
parziali del primo ordine 

costituiranno un sistema di integrali del sistema di equazioni ordinarie 



(9') 



dx. 



dx. 



^i ^a ^11 

Formiamoci ora la sostituzione individuata dalle funzioni y . . . y 
e da un'altra qualunque funzione y^ delle x, purchi^ indipendente dalle 
precedenti, e consideriamo le x come funzioni delle y. Le derivate par- 
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ziali 3—^ sono i rapporti dei differenziali delle x. ed y^ quando si sup- 
pongano j', . . . j'.^, costanti ; dunque per le (9') : 

e per la (9) : 

quindi, se la sostituzione che si considera muta la forma X^*'^ nella I^*'*, 
sari 

Concludiamo perci6 che una forma differen^^iale tnnaria di grado qualun- 
gue avente nulla la forma hessiana pub irasformarsi in unalira contenente 
i differenziali di non piU di n — i delle nuove variabili; i coeflScienti della 
forma trasformata saranno pero in generale funzioni di tutte le nuove 
variabili *). 

£ evidente che sussiste anche il reciproco del precedente teorema. 
Possiamo anche dire che quando la forma hessiana della forma X^'^ 6 
nulla, alia equazione ai differenziali totali di priino ordine e di grado r 

(9") r^^ = o 

possiamo soddisfare con non piu di « — i relazioni fra le variabili. 

In particolare se I'hessiano della forma X^^^ ha la caratterisrica i, 
anche le matrice (^) relativa alle forme X[^~'^ . . . X]^''^ avri (§ i) la 
stessa caratterisrica i e percio la X^^^ sari la potenza r°* di una ordinaria 
cspressione pfaffiana; sicch6, pel teorema di Grassmann **), se la classe 
di questa espressione pfaffiana e pari (= 2X) od d imparl (= 2X — i) 
alia (9") si potri soddisfare con X relazioni fra le variabili. 

Per le ricerche che ci proponiamo di fare 6 importante di vedere 
come si trasformano, con un mutamento di variabili, le forme //.j che 
sono i complemenri algebrici delle forme Xjj"*^ nel determinante che di 



*) II prof. Pascal ha determinato le condizioni necessarie e suffidenti perch^ 
una forma differenziale di ordine qualunque possa trasformarsi in un'altra contenente 
una variabile di meno. Cfr. : / problemi di riduiione per le forme, etc. [Rend. Ace. Lin- 
cci, serie V, vol. XII, 2° semestre 1903, pag. 544]. 

**) Weber, VorUsungtn uber das Ffaff* sche Problem, pag. 157. Leipzig, 1900. 
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Tespressione della forma hessiana H della forma X^""^ ; sari percii' 



^,> - 









• • • ^ 



(r-i) 






I.fc^I 



• • • 






yir—i) Y<'— *) 



l.« 



^ ^S^I,« • • • ^--^ 



n.n 



//.J 6 dimquc una forma di primo ordine e di grado (n — i)(r — 2) e 
talc che H.^ = H^. (essendo H un determinance simmetrico). Moltipli* 
csftido // . J per D, , si ha dopo una facile riduzione (poich^ /)./), = 1) 



^;,*= 






'dy. 



dy. 



o 



dy 



<-»-l 



o 

ZV(r-3) ^^,- 



o 
I 
o 



o ... o 

Zy(r--i) O^i ^ v(r-a) ^^, 



e moldplicando ancora per D^ , poich6 per la (2) 



51 omene 



y(r-a) ^ y(,-2) dx. Q Xj^ 



tdXf 



y(r-a) y(r- 



a) 



dx, 



'-''' dy^ 



''f-Kl,! • • • ''11,1 



^(r-a) 



• . • 4 



(r-a) 






y(r-a) V<r-a) 



«.« 



Quindi, denotando con H^^ il complemento algebrico di F^'^^' nel de- 
terminante 



H' = 



II 



y(r-a) 
• • . * _ _ 



«.i 



avremo 

(10) 



!#•» 



y(r-«) ^{r-a) 

., dxf dxj 
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Per tutte le forme difFerenziaii, delle quali avremO in seguito ai con- 
siderare la forma hessia^a, sapporremo che le forme i/. ^ non siano» 
tiUie identicamente nulle, ciod supporremo che la caratterisdca di H non 
sia inferiore di n — i. Questa condizione, sempre soddisfatta per le 
forme difierenziali binarie> porta nel caso deUe forme differenziali teimarie 
ad escludere dalle nostre con'dderazioni soltanto le forme che sone po^ 
tenze di ordinarie espressioni pfaffiane. 

Segue subito dalla (lo) che date tre forme diflFerenziali X^'^ Xjj|, 
X|^ , delle quali due di uguale grado, se J? ^ la forma ^essiana relativa 
alia X^'^ e 

i,h 

^' = X Yi^..,i,{i) Yh^.,.h,{z)Hl^h^ . . . Hi^hg 
si ha 

cio6 V 6 un covariante simultaiieo delle forme stesse X^'* , X{J| , Xjj} ^ v 
Se si hanno invece due forme difFerenziaii X^^\ X^'^ ed if d la forma 
hessiana della X^'^ prese s funzioni arbitrarie C7^, ponendo 

r(c;, ... u,) = Tx, .H,, ... H,,^ ... ^ 

1 i^u, ... ^,; — Z. i'i,....,"*,*. • • • "uKdy^ dy^ 

la forma difFerenziale r ( C7, ... U,} soddisfa alia relazione 

TiU, ... U.) = D"riU, ... [/,) 

ed t quindi un covariante simultaneo delle forme 

X^"^, X''\ dU^ ... dU,. 

Considerando poi la sola forma X^'^ , dette t/, F due funzioni arbitrarie^ 
la forma diflferenziale 

ha il grado (« -- i)(r — a) ed k tale che, ponendo 

v(t/, r)«iy.v'(i/, v)i 
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cio6 la forma \(^Uy T) si com porta come il parametro differenaal^ 
misto del Beltrami rispetto ad una forma differenziale quadradca. 



Sia 7 un invariante algebrico non assoluto (do^ avente Tindice 
diverso da zero) qualunque della forma X^^^; sia cio^ 

essendo /' lo stesso invariante relativo alia forma T^^ trasformata dell=-J 
X^''^ Se poniamo 

_ H ^. H' ^ 



avremo, per le formole precedenti : 






00 



y S X^*"'^ = 1 ® se J = ; 
In un'altra Nota *) abbiamo considerato le espressioni 



•) / simboli di Christopfel esUsi, etc [Rend. Grc. Mat Palermo, t. XVII 
(1903) pp. 287-296]. 

A proposito dei simboli (12) crediamo interessante di notare che, come le de- 
rivntc dei coefRciend di una forma differenziale quadradca si esprimono per mezzo di 
due simboli di Christoffel di prima specie, anche le derivate dei coefficient di una 
forma differenziale di ordine qualunque sono combinazioni linean di tanti simboli (12). 
Infatd, supponendo r >• 2, dalla (12) ricaviamo 



(a) 



j=i L 



-I *n-i • • • *r \ X^ oi|...»5_|«5^|...«| r 






J— >3 /=! 



d*. 



-'-I.I 



dX; 



lj...»|p 



Swmt tm^S-t-t 



dx. 



d;c. 



Ora si vede fadlmente che 



r s—j ^Xt.- f~i 

»»,...l|_,»f^,...ly > /-. 




-0 



"l ••••!— 1»»-«-| 



• ••*! 






dccfa^, sommando queste due relazioni, troviamo 



.-I) 






^\ 



ax.: 



a*; 
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che abbiamo chiamato i simboli reladvi alia forma X^'^ ed abbiamo di- 
mostrato che, distinguendo con un accento i simboli relativi alia forma 
y^*'^ trasformata della X^'^ si ha 

iL h J~.A,| k \dx. ' ' dx dx, 

ove il simbolo IV ' ' ' v~* I denou una certa somma di prodotti di 

\jj ... t^ /y^ 

derivate delle y rispetto alle x che abbiamo allora determinato. 

Ponendo ora 



S-bI f—I 






con che la (a) dd 



= ('•-1)5" '•'■''-^'•*'-'' ; 
7=^ OX- 



Ma per la (12) 

3*1 fci d«., ~L h J' 

dunque aggiungendo alia (b) questa ultima relazione moltiplicata per r — 2, abbiamo 

, /-. T^ *i'-*r X 9^1*" ' * ' 'm X" r » • * * **-» **"^« ' • * *»' I 

'^" '^ dxi -^'^ ^^L 6 J ^L <. J- 

Questa ^ appunto la formola che si cercava: essa poi vale evidentemente anche per 
r = 2. 

Osserviamo ancora che i simboli (12) soddisfanno alia identiti : 

^ P'l ••• K-if] I ^ pi ••• <r-,n I ^ P' ••• ^'-'H 

dx* L * J"^ ax, L / J"^ ax^. L * J 
_ a ri, ... tv,,n , a ri, ... v-i*1 , _A_pi ••• *''-i/l 
""ax^L / J"^axyL * J"^ ax, L * J' 
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avremo per le (n), (13) 

^ U, . . . .V| d^Tj^ _ Y t/, . . . \X^Ju ...?Ik 

Jl-Jr \»i • • • V / yx 

Le espressioni ) V ' ( sono dunque fonne differenziali di primo 

ordiiie e di grado (n — i)(r — 2) cbe diremo i simboU jj r -f- i indict 
di secondii specie reladvi dla 'X^^\ per distinguerli da qudli precedente- 
mente considerady che potremo chiamare simboli ad r-)-i indict di prima 
spedc. 

I simboli di seconda specie ora defioid per le forme differenziali 
quadradche (r = 2) non differiscono che per un fattore numerico dagli 
ordinari simboli a tre indid di seconda specie di Ch&istoffel. 

Dalla prima delle (14), per Tuldma ddk (11), ricavtamo subito 

L'invariante / che figura Delia espressione deUe forme ^, ^.^ £ un in- 
variante algebrico non assoluto qualunque della X^'^ : i cluaro quindi che 
le forme difierenziali avend piCi invariand algebrid avranno anche piCi 
serie di simboli di seconda specie. Cos! la forma differenziale binaria bi- 
quadradca 

X<^ = al = bl=-.. 

ha i due invariand algebrid 

i = (aby; i = (abYibcyicay; 

tutd i simboli di seconda specie ad essa reladvi si hanno prendendo 

H ^ Hi^ 



essendo 9 (t' , /?) una funzione omogenea qualunque degli argomend V , 

;' col grado -^^ di omogendd. In modo analc^o potremo avere il valore 

delle forme §, ^.^ da porsi nella espressione generak dei simboli di 
seconda spede reladvi ad una forma difierenziale qualunque, quando co- 
nosceremo mtri i suoi invariand algebricL Le forme differenziali cubiche 
binarie avendo (come le forme differenziali quadradche) un solo inva- 
riante algebrico, haono anChe una sola serie di simboli di seconda spede. 
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% 4. — Forme derivate. 

Siano §, J^^i, ) 1, { ^^ forme diflPerenziali definite nel paragrafo 
precedence relative alia forma diflferenziale X^^^ e denoriamo al solito con 
S'> Slfc> 1 ' 1! ! ^^ stesse forme relative aUa forma F^*'^ trasfbrmata 

della X^*'^ . Contemporaneamente alia X^*'* consideriamo ora la forma difFe- 
reoziale X^*^ e supponiamo che la sostituzione (i) che trasforma la X^*'^ 
nella I^'^* , trasformi la X^'^ nella Y^'^ . Costruiamo poi la forma differen- 

ziale U^''^^ di grado 

5; = «(r — 2) + 5+ I, 
definita dalla relazione 



t. ... t. 



Proponiamoci di dimostrare che U^^* 6 un covarianit simultaneo delle 
forme X''\ X<^ 

Infatti si ha subito 

1.. I ^'-^^ • • . dx,^, = 1' S I ^''>.. • • • '^>... 



•l--''j-»-l 'i-M 



ma, qualunque sia a, si ha 



dX 






*; 






dnnque 



1 Z -^^"^i^'i -dx, =1' y -^^^i^<in ...dy, 

(16') r^-^- —• ®k.i..^>*.*. • ^*'-' 
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Abbiamo ancora 



e, per la (15) del paragrafo precedente. 



... if X; 



Per vedere come pu6 trasformarsi il secondo termine del secondo membro 
di questa relazione rammentiamo *) che il simbolo 

/*, ••• *r-,\ 

6 la somma di 1 j termini aventi ciascuno la espressione 

^ "^ ox, dx. dx.dx. dx. dx. dx. dx. \t=<x+i, ... r/ 



a— I *a *i »a-»-i *«— i »»-«-i 



ed ognuno dei termini (a) porta, per Tultima delle (11), nel secondo 
membro della (16") il termine 



= -21' yr;-'y 3:5^4- 



*) La espressione del detto simbolo trovasi a pag. 289 delU mia Nota : / simboli 
di Christoffbl, etc. [Rend. Circ. Mat. Palermo, t XVII (1903), pp. 287-296J. 
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Segue da ci6 che 

Quindi, se con C''' indichiamo la forma U'*'' relativa alle forme 1"'' , 
T" trasformate rispettivamente delle A*'', X'", avremo, per le (i6'), 
(i6"'), 

dod la forma Q^'<^ h appunto un covariante simultaneo delle forme X*'' , 
La precedente dimostrazione ci porta pure a condudere che, se 

B"''sa( *■ )ii y V^'^** ••• '^*.- 

e se S'<''» 6 la forma S^'-^^ relativa alle forme Y^'\ T'\ si avri 

Si vede poi facilmente che il covariante Q^V precedentemente defi- 
nite pu6 scriversi sotto la seguente forma: 

Quando r = 2, si ha 5^ = j -j- ^ > ^^ ^^1 ^^so § = i ed ^^ ^ , | M sono 
funzioni determinate dei coefficienti della X^'^: allora, se 

o(.*.)_ y o djc, ... dx, 

avendo le tl^ . valori indipendenti dalla permutazione t\ ... i,^, degli 
vAdf dvremo 
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ove 



(X. . , . ) = 2 




•»T— if H-»-i •••*<»— I *o'-»- 1 •••*«-♦- 1 



. f ti'^Mx 



Perci6, quando r = 2, i coefficienti della forma O^'^'* sono, a meno di 
un fattore numerico, la somma di j -j- ^ dementi del sistema detto, dai 
prof. Ricci *), primo derivato del sistenu che consta dei coefficienti della 
forma X^** rispetto alia forma fondatneniak X^'^ . E noi, nel caso gene- 
rale, diremo che la U^'^* h la prima forma derivaia della forma X^'^ ri- 
spetto alia X^*"^ che chiameremo la forftia fondamentale. 

Possiamo analogamente formare la prima forma derivata U^'^^ della 
12^ V rispetto alia X^'^ ed avremo cosi nella U'V* la seconda forma derivata 
della X^'^ rispetto alia X^''^ , che sari un altro covariante simultaneo delle 
dette forme. Cosl proseguendo vediamo che le successive forme derivate 
della X^'^ rispetto alia X^*'^ formano una dasse di covarianti simultand 
Q^'^^ delle forme X^'^ , A'^'^ : la (x°** forma derivata avri il grado 

(x.«(r — 2) + 5 + (x. 

E, potendo la X^''^ avere piCi serie di simboli di seconda spede, vi sa- 
ranno in generale piCi forme derivate di uno stesso ordine della X^'* ri- 
spetto alia X^^K 

Un'altra classe di covariante simultanei 0^''*^ delle forme X^'^, X^'* ot- 
terremo evidentemente formando le successive forme derivate della X^'^ 
rispetto alia X^'^ considerata come forma fondamentale. 

Altri covarianti avremo ancora nelle successive forme derivate di una 
qualunque Qf""'^ rispetto ad una qualunque 12^'*^' e di una qualunque U^'^^ 



•) La apparente diversitii fra la formola sopra scritta e quella data da Christoffel 
e liportata dal prof. Ricci per la determinazione degli dementi del primo sistema de- 
rivato di un sistema dato rispetto ad una A'^^* fondamentale [Cfr. Ricci et Levi-Ci- 
viTA, MHhodes de calcul diffirentUl ahsolu et leurs applications (Mathem. Annalen, 
Bd. LIV, 1901, pp. 125-201), formola (19) a pag. 138J, dipende unicamente dal fatto 
che i simboli di 2^ spede a 3 indid che qui si presentano non coinddono esattamente 
coi simboli di 2* spede di Christoffel, ma sono il prodotto di questi pel fattore — 2. 
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rispetto ad un qualunque U^'^'^ . Chiamiamo covariand U tutti i covarianti 
fin qui ottenud. Applicando ora il processo col quale dalle forme X^''^ 
X^'^ si sono avud i covarianti U, a due qualunque di questi Q, poi a due 
qualunque delle forme che cosi si ottengono e cosl proseguendo, si a- 
vranno ancora altri covarianti delle forme -X^*'^ X^'\ che chiameremo 
sempre covarianti Q e che conterranno i coefficienti delle dette forme 
e le loro derivate dei successivi ordini. 

Se r essendo qualunque, la X^'^ t il diflferenziale primo di una fun- 
zione U delle x, la (i8) diviene 

ottenendosi cosi una forma di grado «(r — 2) -j- 2 covariante alia X^^^ e 
contenente le derivate prime e seconde di una funzione arbitraria 17. 

I coefEciend di detta forma, quando r = 2, sono detd dal profes- 
sore Ricci le derivate seconde covarianti della funzione U rispetto alia 
forma fondamentale X^^K 

% J. — Teoremi relativi alle forme derivate. 

Se Q^^r^ t la prima forma derivata della forma fondamentale X^''\ 
abbiamo per la (16) 

\2 / ^ . 4- ax. •' 



»r-»-i 



ma X;-" = XX';-'ldx,^^^, dunque, per le (ii), (14), 



•r-»-i 



Essendo poi 

. '^— ox. *" *''-^» . •" ax. *> 'r-t-i ^ *' 

si ha, per la (12), 
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Per k («), (P) segue ora che U^''^ ^ o, cio6 : la prima forma derwata 
della forma fondameniah t identicamenU nulla. 

Dalla (i8), si deduce pure che la prima forma derivata, rispetto ad 
una forma foudamentale qualunque^ della forma somma di piii forme di 
ugualt grade t uguaU alia forma somma delle pr'wu forme derivaU deile 
singole forme rispetio alia siessa forma fondamentale. Lo stesso teorema 
vale pure per le forme derivate di qualsiasi ordine. 

Abbiansi ora le due forme X^'\ X^*^ e consideriamo la forma 

^u-^t) ^ X^s) xi*) _ y X. .X. . dx. ...dx. . 

Detta U la prima forma derivata della forma Z^''*'*^ rispetto alia Jforma 
fondamentale X^'^ avremo, per la (i8), 

d(X, ,X. . ) 






^ dx. . . . dx. 

ox. *« h-ht^i 



!• • • . 

*^'*'*' :•• ''*'^'- X. . . .X. . dx. ...dx 






i--«*r— if*T-+-i---*i 'j-j- 1 ••••*-♦-< 'i *i-»-/-f.f__i 



+ y ^ J v,*.+. - «.^.*,_. V X. . . . dx. ...dx. 

Ora, detti <j/,, ^j^^, v|/^ rispettivamente il primo, secondo, terzo termine 
del secondo membro di questa relazione, si ha evidentemente 

\ ^ dX. . dX. 



5-I.I-* 



(r \ \ OA. dA. 

2/®( . ^ dx. •« ''-^i ' A- dx. *! 

+ =x<'^ y y t f^*-' - '-'-jx. . . .dx. ...dx. , 
+ =x<'^ y y tf^''--''-'-|x. . ^.. .dx. ...dx. ; 

quindi, se U^''^, U^'''^ sono le prime forme derivate rispettivamente delle 
forme X^'\ X^*^ rispetto alia forma fondamentale X^'^, avremo 

dot : la prima forma derivata della fortna prodotto di due altre forme ri- 
spetto ad una forma fondamentale qualunque t uguale alia fortna somma 
delle forme prodotti di ciascuna delle due forme date per la prima forma 
derivata dell'altra rispetto alia stessa forma fondamentale. 

La propriety analoga sussiste fra la prima forma derivata di una 
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forma prodotto di un numero qualunque di forme e queste singole forme 
e le loro prime loro forme derivate quando siano tutte prese rispetto ad 
una stessa forma fondamentale. 

Ancora, se ^ ^ una funzione qualunque delle variabili e le forme 
X^'\ j^u) gQjjQ legate dalla relazione 

denotando con O^/'^, O^*'^ rispettivamente le prime forme derivate di 
T'\ X''^ rispetto alia X^'\ avremo 

Consideriamo infine tre forme differenziali X^'^, X^'\ X^*^ e fonniamo 
le prime forme derivate U*'** , U^''^ della X^'* rispettivamente rispetto alia 
X^'* ed alia X^'^ Costruiamo poi la prima forma derivata T, della U,^^'^ 
rispetto alia X^'^ e la prima forma derivata F^ della ii^''^ rispetto alia 
X*'^ Le forme F^, F, hanno lo stesso grado 

w(i — 2) + m(/ — 2) + r+2, 

per6 sono diverse fra loro. Per convincersene basta notare che mentre 
la forma F^ conterri le prime derivate dei coefficienti della X'*^ e le se- 
conde derivate dei coefficienti delle X'^ X''*, la F^ conterri le prime 
derivate dei coefficienti della X^'^ e le seconde derivate dei coefficienti 
delle X<^^ X<^ 

5 6, — Invarianti difTerenziali. 

I covarianti ii del § 4 conducono subito alia determinazione di tanti 
invarianti differenziali di ordine dato di una forma differenziale qualunque. 

Abbiansi infatti la forma X^''' e siano X^'**, X^'*^, . . . i suoi covarianti 
algebrici assoluti ; determiniamo poi i covarianti Q relativi al sistema che 
consta delle forme X^'*, X*'»\ X"^^, ... considerando prima le forme 
X^'\ X^'»^ poi le altre X''\ X<'*» e cosi via. £ chiaro che si avranno 
tanti invarianti differenziali di ordine (x determinando tutti gli invarianti 
algebrici del sistema formato delle X^''^ X*'«^, X^'*^, . . . e di tutti i co- 
varianti Q precedentemente trovati che contengono le varie derivate dei 
coefficienti fino all'ordine (x. 

Per la ricerca degli invarianti differenziali alle forme U, contenenti 
solo le derivate prime dei coefficienti, potremo sostituire le forme S (§ 4). 
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La forma di£Ferenziale cubica bmaria 

X"' = ai, = *2!=... 
ha I'unico invariante algebrico 

R = (aby(cd)'(ac)(bd) 
e due covarianti algebrici assolud 

^(.» _ (at)' fly, ^, Q(i) _ (.ahy(.bc)ai,cl 

Colle forme X^^\ A^'\ Q^^^ possiamo ora costruire sci covarianti 
contenenti le derivate prime della X''*; di questi, due saranno di 4° grado 
(le prime forme derivate di X*^' e Q^'^ rispetto a A*'^), due di j** grado 
(la prima forma derivata di A^'^ rispetto ad X^'^ e quella di 1*'^ rispetto 
a Q^^^) e due di 6^ grado (la prima forma derivata di Q^^ rispetto ad 
X^" e quella di X^'^ rispetto a Q^'^). Gli invarianti algebrici del sistcma 
che consu delle X^^*, A^'*, j2^'' e di quelli dd sei covarianti U che sono 
indipendenti fra loro saranno invarianti di£Ferenziali di primo ordia^ 
della X^'^ 

Analogamente potremo procedere per la determinazione di invariatm'6 
diflferenziali di ordine qualunque (x di un sistema di un numero qualunqije 
di forme; perci6 cercheremo gli invarianti algebrici del sistema che consta 
delle forme date, dei loro covarianti algebrici e dei covarianti U con'cc- 
nenti le derivate dei coefficient! fino all'ordine (x. 

In particolare gli invarianti algebrici del sistema che consta della 
X*^^ e della U definita dalla (19) del § 4 saranno tanti parametri dijffi^' 
refiTiiali secondi di U rispetto alia forma X^'\ 






Milano, ottobre 1904. 
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SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGfiBRIQUES. 

M^MOIRE 

de M. R. de Montessus de Ballore, i Lille. 



AdunansA dell'ii dicembre 1904. 



Introduction. 

I. Le mode de representation des foncnons qui se pr^sente le pre- 
mier 4 Tespi it est le diveloppement en series de puissances. Vient ensuite 
la representation par series de polyn6mes, series trigonometriques et, en 
g^n^raly par series de fonctions quelconques. 

La representation par series de polyn6mes est un cas particulier de 
la representation par fractions continues ou par fractions rationnelles di- 
terminits. 

EuLER *) a le premier developpe une foncrion en fraction continue. 
Lagrange **) puis les mathematiciens du XIX' siicle ont ensuite fait 
quelques pas dans cette voie difficile. 

Une des tentatives les plus interessantes a ete celle de Laguerre ***), 
qui s'est efforce de developper en fractions continues les fonctions Z(jO 
verifiant Tequarion diflferentielle : 

^(0 X ^^ = 2(0 X Z(x) + n(0. 

Oil P, Qy n sont des polyn6mes quelconques en ;(. 

Laguerre n'a donne que des indications generates sur la maniere 
de traiter le probleme; il n'a etudie compldtement que certains cas tr£s 



*) EuLER, Introductio in analysin infiniiorutn, t. I, pp. 36S"373. 
**) Lagrange, Sur V usage des fractions continues dans le calcul intigral (jCEuvres 
computes, t. IV, pp. 301-332). 

*^^) Laguerre, (Euvres, passim. 

Rfi. Ore. Mstmrn. PnUnm0, t. XIX (190$). — Sump«to il } marzo 190$. H 
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particuliers. Cependant sa m^thode donne effectivement, comme je le 
montrerai, le d^eloppement en fractions continues des fonctions Z(;Q 
v^rifiant I'^quation : 

oQ a, by c, dy p, q sont des constantes quelconques et II (jO un polyndme 
quelconque en i^. 

Tous les d^veloppements donn6s par Laguerre sont des cas parti- 
culiers de celui-d. 

2. Les fractions continues algibriques sont de formes trds diverses 
et M. Pad£ *) s'est propose d'en faire la classification. H a public i ce 
sujet un m^moire remarquable. 

3. Divelopper unt fonction en fraction continue, classer Us fractions con- 
tinues sont deux probl^mes importants, mais qui n'^puisent pas le sujet 
Non moins importante est la question de convergence et Halphen **), Stiel- 
TJES *^) ont montr^ queb beaux r^sultats cette £tude pouvait donner. 

4. Le principal objet de ce Mimoire est Vitude de la convergenu, 
Suivant la classification de M. PAot, que je rappellerai bridvement, 

je partage les fractions continues, qu'il appelle simples, en trois classes. 

Je fixe compl^tement les conditions de convergence des fractions 
continues de la premitre classe. Ces conditions dependent de la nature de 
la fonction d^veloppie en fractions continues. Les diveloppements de ceite 
classe convergent dans des cercles pouvant comprendre it letir intirieur Us 
p6Us de la fonction, tnais limitis aux points singuliers essentUls de la fonction. 

Je determine ensuite les conditions de convergence d*une classe 

trfis ^tendue de fractions continues de la seconde classe. Les termes de 

trois riduites consicutives 

U U U 

d'une fraction continue quelconque de cette classe — et en giniral dc 
toute fraction continue alg6brique — sadsfont en effet i une mSme loi dc 



•) Pad6, Thhe. 
*) Halphen, Traiti des fonctions eliptiques, tome II, p. 575. 
*) Stieltjes, Ruherches sur Its fractions continues [Axmales de la Facult6 des 
Sdences de Toulouse, tome VIII (1894), J: i-iaa]. 
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recurrence : 

oil Af By C sont des polyndmes en z. fonctions du rang n des r^duites. 

Dans Ic cas trts ittndu oA Ay By Cy sont des polyndmes en ;( et n 
[cas qui comprend les diveloppements de la fonction Z(X) virifiant Ti- 
quadon (i) et beaucoup d'autres infiniment plus g6n6raux] je montre que 
la fraction continue reprisente — sauf cas pardculiers — la fonction dans 
tout le plan de la variable ;(, d V exception des points sittUs sur des coupures 
qui sUntroduisent d'elles-mtmes dans les calculs. 

J'^tends m£me les caract^res de convergence des fractions continues 
de cette nature i des fractions continues qui ne rentrent pas dans la 
classification de M. Pad^, mais qui ont ^t^ rencontr^es cependant par 
divers math^maticienSy Laguerre par exemple. 

Je montre enfin que les diveloppeinents de cetie dernitre classe se 
rapportant d certaines fonctions possidant deux points singuliers qui peuvent 
Ore dts points critiques algibriques ou logarithmiques convergent dans tout 
le plan de la variabhy sauf sur la coupure rectiligne joignant ces deux points. 

Dans une troisitme partie, j'^tudie les fractions continues dues i 
Gauss et i Lagrange et je montre qu'ordinairement elles repr^ntent 
les fonctions dans tout le plan, sauf sur les coupures n6cessaires i rendre 
ces fonctions uniformes. 

Quelques-uns des r^sultats ^nonc^s dans ce M^moire ont ^t^ publics 
diji dans les Comptes Rendus de VAcadimie des Sciences de Paris *) et 
dans le Bulletin de la Sociiti Mathimatique de France **). 

pr£liminaires. 



I. — Le tableau des fractions approchtes. 

5. Soit Z(7i) une fonction d^veloppable dans le voisinage de la valeur 
zkro de la variable [ en une s^rie proc^dant suivant les puissances enti^res, 
positives et croissantes de cette variable et ne s'annulant pas pour ;( = o : 

ZOO = «o + ^.^ + ^a^' + • • • > «o 7^ 0. 



•) Tomes: CXXXIV (i" setn. 190a), pp. 1489- 1491 ; CXXX VIII (i*' son. 1904), 
pp. 471-474; CXXXIX (a' sem. 1904), pp. 846-848. 
•^ Tome XXX (190a), pp. 28-36. 
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S<nt maintenaQt (/>, f) un couple de nombres ^ux ou inigauz, pris 
dans la suite o, i, 2, 3, . . . . Coosid^rons reosemble des fractions ra- 
tioonelles irrMucttbles dont le num^rateur est au plus de degri p et le 
d^ominaceur au plus de degr£ q. Si I'oa se propose de determiner, panni 
les fractions de cet ensemble, celles qui reprisenUnt It mitux la fonctioa 
Z{jO dans le voisinage de la valeur ziro de ^, c'est-A-dire celles qui, 5 
ham infiniment petit, difl^rent de la fooctioo d'uae quantii6 dooi I'ordre 
indnit^simal soit supirieur ou au moios £gal i celui que I'on obtient ea 
employaot une quelconque des autres fractions, oq arrive i la proposition 
que void, d6montr6e par M. PadA: 

Parmi louUs Us fractions rationnelUs irrSductiblts dont Us lertrus ont 
des degris igaux au plus i p pour U numiraieur, i q pour U dinominaieur 
(P ^ V) *' '" '*' ""' "w" ?"' donm une approximation dont I'ordre est 
supirUuT i celui de 1' approximation journie par une queUonque des autres 
fractions. 

Ainsi, k chaque couple (p, 9) de nombres de la suite 0, i, 2, 3, . . . 
correspond une fraction rationnelU approchie pour la fonction Z{x); ces 
fractions forment done un ensemble compl^Kment d^ni et se pr^sentenc 
comme les termes d'une suite k double enir£e; pour cette raison, nous 
les icrirons, avec M. Pad^, dans les cases d'un tableau recungulaire, 
iUimit^ i droite et en bas; les fractions d*une m£me file horizontale 
correspondront i une m£me valeur de q, celles d'uue m£me file verticals 
1 une mtoie valeur de />. Dans la premiere file horizontale figurent aind 
les polyndmes approch^s successifs d^uits de la sMe de puissances eu- 
tiires qui reprisente Z(X): 



n 


^ 


"t 










v. 
K 




v. 


^ 


"n 
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comme on le voit, les indices supirieurs marquent les degr^s en [i dans 
la fraction j^, UJ est de degrt /> et FJ est de degri q. 

On pent determiner comme il suit la fraction -Jj . 
Si 

. ^p=^-\ry,K-\-y^K'+ — l->,!C*> 

on ecnn> 

f^l~ ^+y,K + y2K'+ — t-y,^* 

ou 

a -}- X 7 -f- X 7 ' -|- • • • -4- X x^ 

et on idendfiera les coefficients de 

ce qui donnera un syst^e de /) ~{- 9 Equations lin^ires determinant les 
inconnues 

•^i > "^a ' ^^f • • ' f ^p9 Jii y^y ^3 > • • • > ^j ' 

n. — Les fractions continues dMuites du tableau. 

6. Aux fractions rationnelles du tableau correspondant k une fonction 
de la variable :(, M. Pad& fait correspondre comme il suit des fractions 
continues. 

n remarque que la plupart des fractions continues etudi^es jusqu'ii 
ce jour se rif^rent k 3 types principaux: 

ii = i + «^+ '"-^ 3^ 

i+kH — 

' + '^ + TT^ 



^1 + . 
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(^=i + ai + '^ ^ 

i + k-l — i 

oil les quandtis a, a, ^, ^^ . . . sont des constantes. 

Puis M. Pad& classe d'abord les fractions continues en deux groupes 
d6finis par leurs formes 

(I" Groupe) a^-] '- (II*~« Groupe) 



«,+ '— «. + — ^ 



«> 



-»,+ 



et apr^s avoir rappel^ qu'une rMuite est la fraction radonnelle obtenue 
en r6duisant une fracnon conunue limit^e au quotient de deux polyndmes 

entiers, il montre que les termes de la rMuite -p^ : 



«.+ 



a. 



jr = '^'—r (II*"' groupe) 

■ a. + 2 

a. 
sont difinis par Tunique loi de recurrence 

I «. f'.-a + -^^ ^.-. = ^* (.= 5.4,?....) 

avec 

£^.=''.. ^.=1, U,=a,a,-\-a^, V^^a^ (I" groupe) 



(2) , 

^.=«.. ^.=«,, f^,=«,«,, ^,=''A+«a (II*"* groupe) , 

. 6'oix Ton dMuit les formules: 

(!•' ffroupeu ' ' ^.-a*^ i-i ^.-I'^—J 

^ r^ U. V.— UV. 
a =F a — »-»— ' *^t'^.-a 



U^f^,^U,_^F^ 
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u.v—u.v. U: .K—ur: 






u ' • 17. F. —u. y. , 

u groupe;< y.— UV. 

i^'^^* »"T ' ~ U. V. —17. V. 

Aux suites de polyndmes t/, ^ d^finies par les relations (i), (2) cor- 
respond done toujours une fraction continue; m£me, en effectuant cer- 
taines multiplications sur les elements de la fraction continue, on ram^ne 
celle-ci k une fraction continue dont les ^l^ments sont des polyndmes. 
M. Pad£ se borne alors i la consideration des fractions continues 
simples, c'esc-i-dire aux fractions continues dont les elements sont de la 
forme 

\ = ^.> ^i = M^> ^.- = 5, + 5,:C + . • • + 5^;cS 
{A^ , . . . , A.y 5q, . . . , B^ constantes) , 
ce qui nicessite que Its polyndmes f/, F^ qui en constituent les riduites, 
aient tons un terme constant non nul et que les quantitis U.F._^^ — ^i^J^i 
se riduisent toutes d un mondme entier en x, ay ant un coefficient diffirent 
de z/fo ei un degri croissant quand i augmente. 

7. n suit de ces propriitis qu'il tu peut y avoir qu^une seule frac- 
tion continue simple, telle que ses riduites successives soient respectivement 
igales it des fractions rationnelles irriductibles donnies 

U U U 

F * V ^ ir > ' ' ' 

O I 2 

et ici se pose la question : Comment doivent ttre choisies, dans It tableau 
des fractions distinctes, des fractions pour qu'ellts soient les riduitts d'unt 
fraction continue simple ? 

II faut que: i^ la prtmiirt fraction de la suite appartienne au bord 
du tableau ; 2^ les carris contenant deux fractions consicutivts quelconques 
soient toujours contigus ; 3** une fraction quelconqut de la suite soit toujours 
plus avanUe dans le tableau que ctlle qui prictde en ct stns que la somme 
des indices doit alUr en croissant d'unt fraction H I'autrt. 

Ici, M. Pad£ revient ii la consideration des types ^, ||, ^ et ap- 
pelant fractions continues rigulitrts les fractions continues simplts dont, i 
Texemple de ceUe-d, tons les num^rateurs paruels ont le m£me degr6, 
ainsi qae tous les d^nominateurs partiels, avec exception permises pour 

les d^ents: 

(I'' Groupe) a, , a, , 

(n*«* Groupe) a,, a,, a,. 



19a ft. Dl MONTISSUS DB BALLOftl. 

il montre qu'on peut choisir de 3 mani^res diff(&rentes, et 3 seulement, 
des fractions du tableau de mani^re i obtenir les r6duites successives 
d'une fraction continue rigulitre: 

i^ En prenani des fractions consicutives situits sur une Ugnehorii^' 
tale ou verticals, u qui donne la forme Jl. 

2^ En prenant des fractions consicutives situies sur la premUre diago- 
nale prindpale, c'est-d-dire faisant partie de la suite 



u: ir VI VI 

yo > pf 9 'pT 9 "^ 9 • • 



_o ^i ^i ^3 

'o > TH" 9 J^ 9 'Wf 

o I 1 5 

OU sur une paralUle it la diagonale principale, ce qui donne la forme j|. 
3** En procidant comme il suit ; quand on passe d*une fraction i k 
suivanie, on doit se diplacer paraUtlement d Vun des bords du tableau^ si 
Von passe encore it la suivanie, on doit se diplacer paralUlement it Vcu^t 
bord, et ainsi de suite; la forme ginirale du chemin est ainsi celle iw 
escalier it degris igaux ayant pour direction ginirale ulle de la diagatdt 
principale ; les deux premitres fractions de la suite doivent appartenir i k 
premiere file horixpntale ou it la premiere file verticals On obtient (dmi h 
forme ^. 

8. Conform6ment ii cette classification, j^itudie en premier lieu les 
fractions continues qui correspondent i des suites de fractions rationnelles 
consicutives toutes sur une m£me ligne horizontale ou verticale du ta- 
bleau (forme ^). 

Les rcsultats obtenus pour les fractions de cette cat^orie se basent 
sur la nature des singularitis de la fonction giniratrice Z(x). 

En second lieu, j'6tudie les fractions continues qui correspondent i 
des suites de fractions rationnelles consicutives toutes sur une m£me dia- 
gonale principale (forme (![) et j'itends les rcsultats ii des fractions de 
mfime nature que M. Pad4 n*a pas considiries. 

Ici, c'est par I'^tude directe des relations de r&:urrence liant les 
riduites que j'arrive i fixer les conditions de convergence. 
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PREMlfiRE PARTIE. 



LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME %■ 



CHAPITRE I. 
Les r&luites sont constitu^s par les fractions rationnelles 

u: u[ vi ur 

yp * yp * yp 9 ' " y yp^ 

de la ligne horizontale de rang p du Tableau des fractions 
approch^s. 

9. La fraction radonnelle 

est difinie par cette condition : que les m -{- /> -}~ ^ premiers termes de 
son developpement suivant les puissances enti^res et positives de la va- 
riable ^ soient identiques aux iw -|" /> + i premiers termes du develop- 
pement en s^rie 

de la foncdon Z(7i) qui correspond au Tableau des fractions -^ . 
Identifions les termes du produit 

aux termes de C/"^. II vient 

r 

CU =s.-KpS,-hK,So, 



(I) 



• • • • 

p,m 


-\- 


•^r,v.+ 


• • 

• • • 


+ (-iy 


Kp^o> 


• • • • 


-v» 


~ ^,p^p-^k-l 


+ 

• • 


••• + (- 


0'5;,,s„ 



MmU, Grt, Msitm. PaUrm; t. XIX (1905). — Sumpato il 4 mario 1905. as 
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(2) 

Je remarque qu'id I'indice /) est un ender posidf dilermini au lieu qi^ 
rindice m varie de ikto i rinfini. 

Or, M. Hadamard*), i propos de recherches sur les s^ies, a mon^^^l 
que, si les modules des pdles a^, a^, . . . , a , a de la foncdon repE^fe- 

sen tie par la sirie X^«^" ^^ifi^^ ^ indgalitds 

(3) K\ ^ K\ ^ l«,l ^ . . . ^ Kl < Iv.l ^ l^-l ^ • • - 

/« coefficients BT teftdetit, quand m crott indijiniment , vers des lim^Us 

5,.^, ielles que I' on ait 

F-=itar:=(.-i)(.-i)...(.-A). 

chaque pdle multiple devant itre compti pour autant de pdles simples qtd'U 
entre d'unitis dans son degri de multiplicity. 
Au contraire, si 

l«.t ^ K\ ^ • • • ^ l%l = IVi' ^ I V^l ^ • • • > 

il se peut que les quantitis B^ tendent vers des limites qui ne soient f>l^^ 
Us fonctions symitriques des affixes des pdles ol^^ at^, . . . , « ei mtm^ ^ 
tendent vers aucune limite. 

II est done d privoir que, si Us inigalitis (3) sont virifiies, U ce^^ 
de convergence de la sirie 

u; /u; u;\ /u; £7;\ 

a pour rayon |a^^ J . 

10. En effet, posant 

x[i-5:-'^+...-f-(-iyB;7;^'], 

la sirie (S') prend la forme 

u: A\ A\ 

(5") ' ^ ^ 



vp yp yp yp yp 

O 01 12 



*) J. Haoamard, La sirie de Taylor ei son proltmgement analytique, p. 4I' 
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puis Al se r^duisant i un terjne moadme *) et le terme en :C^^y ^^ 
de son esptee, itant irrMucdble 



dlculons 






filiminant 5^^^ , 5^^ , . . . , fij*,^ entre les Equations (2) et la derniire 
des Equations (i), il vient 



s — a S 



m-t-i 



m 



• • • •«'— & 



d'oCi 



m-^f 



s s 



= 0, 



a = 



s s 

S 5 



■ 5^, 



< li / t I 



*m-t-p 



^m-¥-P—i • • • Om 



5, 
S 



m 



mH-t 



5. 



m—i 



-^z;:. 
& 



s _ s 



-f-^a 



• • • ^. 



Quant i B'j^^y le systteie (2) nous donoe semblablement 



^.P = ± 



s s 



• • • ^m^p^t 

• • • '^-•-^^l 



^m-^p Om-¥-p— 



I • • • -IJm-^i 



s 



3;::: 
5. 



■^p-^"^^*- 



• • • 



5^ 
5^ 






et on en condut 



^m^p^t ^flM-^-a • • -^ ^m 



*) On sait que si 77^ , -=7^ sont deux r^duites cons^cutives du tabUau, U Ax^b- 
rence Uj^ Pp — UpV^ sc r^duit i un tenne ixion6me. 
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^P = ± 



5^. 

S 



5^. 
S. 



s 



• • • o. 



«— ^1 



posant n — /> = i, il s'agit done de determiner le rayon de convergence 
de la s^rie 



z± 



s» s»,. 



fc-»-i *^i-»-a 



• • • i3] 

• • • i3i 



*-^^ 



k-^p-^t 



^k-i-p Oh^p^-i 



• • • 



^k-f-a/ 



5» 



'k-^i 



'*-Hi 



'*-!-« 



• • • 






^Jk-».j^, *^k-hp^» • • • *^*-^a^a 



<^ I/p V ^ 



af^ik 



oUy plus simplement, le rayon de convergence de la s&rie 



z± 



5» V. 



• • • O] 

• • • i3t 



*-^^ 



k-4-^i 



S\^p s 



h-^-p-*-! 



Sk-t-tp 



5» 



'*-Kl 



'A-M 



'fc-Ka 



'*-»-^i 
W 



s s 



'Jk-t-i^a 






t; 



puisqu'on a convenu de supprimer de la suite (S') les fractions -7^ oi 

r s'annulerait pour la valeur de [ considtrte. 

M. Hadamard *), recherchant un polyndme P(x) tel que le produit 
d'une sirie donnte /(x) par ce polyndme soit une sirie convergente 
dans un cercle de rayon supirieur au cercle de convergence de /(0> ^ 
rencontr^, lui aussi, ces rapports de determinants. 



*) Loc dt, p. 40. 
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£crivant avec lui 






s 



• • • 



m-i-i 



• • • ^m 



-i-p^l 



^-.p ^WH-p-hl 



m-^zp 



nous aurons i chercher le rayon de convergence de la strie 
Or, on sait, d*apr& Cauchy, que ce rayon a pour expression 



Mais si les in^alit6s (:() sont v£rifi6es, on sait aussi que 






.k " |a, X a, ... X %l 

fc rayon de convergenu de la sirie (5') est done bien (a^,). 

II. Convergence uniforme. — Si pour une vakur diterminie :^ de 
la variable 7^ les suites 



^ 



^; 



^; 



^) 



yp * yp * frp f • ' • f yp f • ' ' 
(ligne horizontale de rang p ^ 1 du tableau) 



yq > 
o 



^; 



u; 



u\ 



yq 9 yq 9 • ' ' 9 yq i " • • 

(ligne horizontale de rang q '\' 1 du tableau) 
Undent Vune et V autre vers des limites diterminies, us limites sont identiques. 

H suflSt de dimontrer que si les fractions ■— , d*une part, -p^^ d*au- 

tre part, tendent vers des limites finies et d£termin6es quand Tindice k 
croit ind^finiment, la difference de ces r^duites tend vers z6ro. 
Sous ces conditions, 

VI vf - Vi v\-'} 

+ [jj^i - pp j H I- yyf^, — yyj 

tendra en efiet vers ziro. 
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On a 









= (- ly 



=(-0'x 




• • • '^jk-d+i 



ou, posant k — /> + i = b, 

ynr Z± L ^ 

yp-*-! yp -^ yp yp^ 



s 


^»+i ' • • '^^-»'^- 


-I 


Sfc-KJM-l . . . Sj^, 




ijk • • • 5t_^ 






1 

5fc^^ • • • 5^ 





X 






iX 



Z) 



»-> 



•*'».*-• 



x^ 



p*-^^«-« 



Pour la valeur de [ considirte, r{, f^ tendent, comme les ri- 
duites, vers des limites d^termin^es. H suffit done de montrer que, pour 

cette valeur de ^y jr-^z!^^^ tend vers ziro lorsque k (ou h) croit 

ind^finiment. 

II en est bien ainsi, car la sirie 

D ^ 
a pour rayon de convergence |a^J, nombre supirieur i \7^\, puisque, 

par hypothtsc, la suite t?^, de rayon de convergence |a^,U converge au 
point ;Co- 




12. Si la suite 



(0 






I 



^ 
^ 



9 fro .9 

n 



qui n'est autre que la suite 



"T \ ^ , ... 



du d^veloppement en series de puissances limit6es de la fooction Zi(p;^y 
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converge dans un cercle de rajon R^ les suites 

/^'N £. t t 

\r J yp y yp 9 * * ' y yp 9 * * ' 

01 n 

convergeront dans le mfime cercle et y nprisenteroni la fonciion Z(;() 
tout comme la suite (a). II se pourra mfime, sous les conditions que 
nous allons inoncer et qui sont les consequences immidiates de Tanalyse 
pricidente, que les suites (<i') convergent et reprisentent la fonction 
Z(7i) dans des cercles de rayon R /^ R: 

&ant donni une sirit de puissances entitres positives et croissantes, 
reprisentant une fonction Z(X) dont les pdles les plus rapprochis de I'origine 
sont intirieurs it un cercle (C) lui-mime intirieur aux pdles suivants, chaque 
p61e multiple 6tant compt^ pour autant de pdles siniples qu'il existe d'u- 
nit^s dans son degr£ de multiplicity, la fraction continue diduite de la 
ligne horixontale de rang p du tableau de M. Pad^ reprisente la fonction 
Z(7i) dans un cercle de rayon |a^,|, oil a est I'affixe du pdle le plus 
rapprochi de Vorigine parmi tous ceux qui sont exUrieurs au cercle. 

Si tous les pdles sont simples et de modules diffirents, la reprisentation 
a lieu dans des cercles d'autant plus grands que la ligne hori:^ontale choisie 
est plus iloignie dans le tableau, S'il y a des p61es de mfime module, 
multiples ou non, il y a stationnement, en ce sens que plusieurs lignes 
horizontales cons^cutives reprisentant la fonction ont le m^me rayon de 
convergence. 

S'il y a enfin des points singuliers essentiels, le stationnement se pro- 
longe indifiniment ; aucune des fractions continues considiries ne reprisente 
la fonction en dehors du cercle sur la circonfirence duquel se trouve It point 
singulier essentiel le plus rapprochi de Vorigine, 

13. // se peut que la suite 

So + 5.^+5,?*+ ... 

diverge quelque petit que soit (:(). Le point 7i=^o est alors un point singulier 
de la fonction Z{[), Si ce point est pdle simple et si a^ est I'affixe du point 
singulier le plus rapprochi de I'origine, la suite des fractions consiituant la 
seconde ligne hori^pntale du tableau convergera dans le cercle de rayon |aj , 
car les dinominateurs de cette suite tendront vers 7^. Si le point ;( = o itait 
pdle multiple d'ordre p, les suites de fractions consiituant les lignes horizon- 
tales de rang > /> — i converger aient seules dans le cercle de rayon |aj. 
Enfin, si le point itait point singulier essentiel, aucune des suites de riduites 
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hori^ontales ne convergeraiU Ces conclusions admises, on est rameni au cos 
giniral. 

CHAPITRE n, 

Les rdduites sont constitu^s par les fractions rationnelles 

UP UP u^ u^ 



o ^1 "a 



m > yt > rra > • • • > rrw > • • • 

P P P P 

de la colonne verticale de rang p -]- i dn tableau. 

14. Je considSre la foncrion Z(;() 

,,, ^•(-f)(-f)- 
(-f)(-f)- 



oQ les ziros d*une part, les pdles de Tautre, sont ranges par ordre de 
modules croissants. Les coefficients / sont ditenninis en fonction des 
coefficients 5 par I'iquation identique : 

qui donne 

(4) I 5, + S,/. + S.<, + S„t, = o 



Si Ton pose, par ailleurs, 



So 



i + <U + 'U'+ ••• 

= So-\-S,x.-\-SX+ h S^K" + P^"*' H (m = I, a, J, ...), 

les Constances t\, t'^, . . . , t'^ seront d^terminies par le systdme 
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et la comparaison avec le systdme (4) montre que la fraction de rang 
m -}- I de la premiere colonne du tableau relatif 4 la fonction Z(^Q a 
pour expression 



.m 



La suite des fractions de la premiere colonne est done 

S S S 

15. II est clair que pour toute valeur de ^ de module inftrieur ii 
|a|, cette suite converge vers une valeur finie, diterniinie et diSferente 
de z6ro, exception faite pour les p61es situis i Tint^rieur du cercle de 
rayon |a|. Au contraire, cette suite tend constamment vers z6ro quand 
:( est i Textirieur du cercle de rayon |a|. 

On pent faire un raisonnement identique pour la colonne verticale 
constitute par les r^doites de rang /> -}* i, en se basant sur ce fait que 
les z6ros et les p61es de la s6rie 

sont pdles et z^ros de la sirie 

En efFet, si Ton pose d*une part 

(je dis « poser » pour indiquer que A^y A^, • . • , Ay u^y . . . , u^ sont 
d^terminis par la condition que 5^, , S^ , . . . , S soient les coefficients 
des «-}-/> premiers termes des diveloppements de la fraction rationnelle) 
et d*autre pan 

000 o 

on a identiquement 

v.z=u., B. = ^^., . . . (i = I, 2, . . . , n), == ^ 2» • • • . />)• 
Ce lemme r^sulte de ce que 

s, 
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ce qui permet d'icrire 

Nous en concluons la proposition que void: 

La suite des riduiies constiiuant la colonne dt rang p -^ i du tableau 
St comparte comme la suite des riduites formant la ligne horixpntale dt 
rang /> -}- i, A cette diffirence prts qu'ici les ccrcles de convergence soni 
Its cercles passant par les s^iros de la fonction reprisentie par la sirie ei 
qu'en dehors dt ces cercles la suite des riduites tend vers %iro, au lieu de 
tendre vers Vinfini. 

En effti, on pent determiner la r^duite 

en posant 
ou 

Ctla ramtnt Vitude dt la suitt dts riduitts dt la colonnt vtrticale de rang 
p it Vitudt dt la suitt dts riduitts dt la lignt horii^fintale dt rang p du 
tableau corrtspondant d la sirit 






La suitt dts riduitts d'unt colonnt vtrticalt qutlconqut ne saurait prolonger 
la fonction en dehors du cercle dont la circonfirence passe par le point sin- 
gulitr tsstntitl It plus procht dt Vorigint, puisqut si It point ol tsi point 

singulitr tsstntitl pour la fonction Z(^) il Vtst aussi pour la fonction -77-N . 

Dans certains cas, il y aura ividemment lieu de priftrer les suites de 
riduites verticales aux suites de riduites horizontales. C'est ainsi que la 

premiere colonne verticale du tableau relatif i la fonction j ^ — ^^ 

0— 0\ 

donnera un diveloppement convergent dans le cercle de rayon 2, tandis 
que la premiere ligne horizontale donnerait un d^veloppement conver- 
geant dans le cercle de rayon i seulement. 
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DEUXIEME PARTIE. 



LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME 0^. 



CHAPITRE I. 

Forme gdn^rale des relations de recurrence existant entre les 
termes de trois rdduites cons^utives d'une fraction con- 
tinue de la deuxi^me classe. Extension aux fractions com- 
pldmentaires. 

I. — Fractions de la deuxiime classe ordinaire. 

i6. De telles suites de r^duites sent de la forme (cf. le tableau 
des fractions approch^es) 

U/ w> "pj^ > "F*~»**' 0^ = 0,1,2,3,...), 

U^ rj' IP 

v-^y yq > ^f-^» > F«->-* > • • • W = o, I, 2, 3, ,,.), 



o I 'a 



17. Nous allons consid^rer 3 r^duites cons^cutives de la suite (i) 



ce qui n*ofFre aucune ambiguiti si Ton se rappelle que les fractions ap- 
partiennent i la diagonale au-dessus de la premidre diagonale et de rang 
py qu'elles sont cons^utives et que les indices marquent les degr^s en :( 
des polyndmes U, F. 

Si ces fractions repr^ntent une fonction 

ZiO = ^o + ^.^ + ^a^' H > 

on aura par definition 
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d'oix 

Or le premier membre de cette relation est un polyndme en 7^ de 
degri p -}" 2 « -j- I ; done le deuxi^me membre se rMuit i son terme 
de moindre degri en 7^ et 

(3) t;^.. y, - u^, y,^, = <T («)^^"- , 

ou (y(«) est un polyndme en «, qu*on obtiendrait en faisant :t= i- 
Changeant w en n — i, 

filiminant 7^ entre cette relation et la pr6c6dente, il vient 

<»)(U^,^, V, - u^^ F._.) - <T(«)^'(t;^ r._. - F. u^^,) = o, 

OU, quel que soit 5^, fonction de n et de :(, 

F.[<t(„ - I) C7^_. + B, U^, + a(„):C U^_,] 

Si B^ est ditermini par cette condition que 

on aura semblablement 

<n - i)fn., + 5.^. + <n)^'f,-, = O. 
Ainsi, il existe une mime relatidn de ricurrtnce entre Us nunUrateurs et Us 
dinominateurs de } fractions consicutives appartenani h une diagonale prin- 
cipdle situie au-dessus de la premitre diagonale principale ou, ceci est un cas 
particulier, appartenani d cette premitre diagonale principale m/me. 

Cette proposition est un cas particulier d'une proposition que nous 
avons rappel6e au d^but. 

18. Riciproqucment, consid^rons six polyndmes 
U U U V V V 

li^s par des relations de recurrence 

A U^ +B V^ A-C U^ =0, 

A V 4-B V +c y =0. 

oil A^^ B^y C, sont des polyndmes en :^ fonctions de n. Sous quelles 
conditions les fractions 4^*^' , ^* , ^'^*~' seront-elUs fractions con^ 



■-♦-I n n — I 



sicmtives d*une mime diagonale principale d'un tableau de M. Pad£? 
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£liminons B^ entre les relations pr^cMences; il vient 
changeanc n en n — i. 



et, par multiplication^ 



Or, si 















t/ F — 



on aura 

I 

~y^ V 

d'o6 

par raison d'homogin^it^y d'oii 

Mais (3) cette expression doit fitre de la forme «(«):^'^'"*'; il vient 
done, en posant 

/./^. ..■/. = H«k". 

et, de m£me, 
d'oti 

Ainsi C. est de la forme 

e/ /^ ulaiians de ricurrtnu sont de la forme 

< U^^r + B,U^-^ n(»)^M. 17^. = 0, 
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D'ailleurs, si A^ est de degri h en j(, B^ sera de degr£ A + i, par 
raison d'homog^n^it^. M^me dans les fractions du type (C) que nous 
consid^rons plus spicialement, A^ et B^ sont de degr^s respectifs o et i 
en n. 

Enfin, il est Evident qu'une relation de m£me forme existe entrc 
les r^duites de la suite (2), correspondant ii une diagonale situ6e au-des- 
sous de la premidre diagonale prindpale. 

n. — Fractions de deuxiime classe complementaires. 

19. Le tableau complinuniairt. 

On peut construire un tableau analogue i celui de M. PAofe en 
partant du dcveloppement suivant la puissance d^croissante de la variable : 

Soit encore 
et 

on aura 

rn 'V ^ /=a-i-gi-+.^+...+^*+-^-i....=^'^^'(0 



et aussi 



z(f)=..+i+-^+ 



Ainsi les fractions 



V 



sont des fractions approchtes de la fonction Zi — j =: C(0> ^^ senj 

de ce mot d^fini par la relation (i). Nous appellerons ces fractions: 
fractions compUmentaires. 



20. Lot de recurrence liant les termes de fractions compUmentaires co^ 
sicutives. 

Consid^rons une suite de fractions approch^ cons^cutives du T^=r a- 
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bleau de M. Pad6 apparcenant i. une diagonale principale situ^e au-dessus 
de la premidre diagonale: 

F ' V ' T 

et lito par la relation de recurrence 

, . ( A, 17^.. + B. l/^. + n («) ^ < [/,_. = 

On aura aussi 

^■(t)''-(t) + ''-(t)^'-(t) 

et si /^^ , 5^ sont respectivement de degrts /? et Jb 4* ^ en ;(, 
od 

<.(0==c*^.(y)' 'B„.(0==i:*^'5.(-^), [7,,.(o=^'t/,(-i-) 

et de m^e 

<. ^..... + 5... V,, 4- n («) <. ^._. = o, 

les fractions approch^s ^tant 

^. 11,1 ^ 11,1 

Dans les relations de r&:urrence en question 

^^^ i <. ^..... + ^.,. ^.,. + n («) <. ^._.,. = 0, 

les polyndmes A^^y B^^ sont respectivement de degrts h tt h -{- i. 

Pour une suite de fraction appartenant k une diagonale principale 
situie au-dessous de la premiere diagonale principale, on aurait sembla- 
blement 

<. t/,^.. + K ^n, + n(«)^,,, C7_^, = o, 

les fractions approchies teint ^ **' . 

Enfin, pour la premiere diagonale principale, on aurait 

l^s fractions approchtes itant -~^ . 
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21. Si Von a obUnu la rdaHon (4) difinissani Its fractions approcbics 
(tableau compUtnentaire, premiere diagonale principale) d'une fonction 

Us relations 

difinironi les fractions approchits (tableau de M. Pad^, premi&re diagonale 
principale) de la fonction 

z. ( y) = -^(0- 

En effet (i) 

^^' (^) = a -LA + ii-J L?it_i-JL__J 

^..(0 "^ ^ ^ ^' ^ i- ^.» i- ^«f-. ^- » 

d'oii 



"- (t) _ '' X "'•■ (i) _ V, 



(0 



-..(t) ^'-"'-(t) "'^^ 



D'ailleurs 



^. (y) "^ ^^^ = ^o + ^,^ + «,^' + 



De mime, si Von a obtenu les relations (3) difinissani des fractions 
approchies compUmentaires d'une fonction Z, (;(), les relations (2) difiniront 

les fractions approchies or din aires de la fonction ZA — ■ = Z(:Q. 

22. Forme des fractions continues compUmentaires de deuxitme ctasst. 
Les termes des r^duites de coute fraction continue 



sont li6s par la loi de recurrence 

U _i U —a U =0 
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Dans le cas qui nous occupe, si A^^ , B^^ sont r e speLi ivc nacnt de degres 
o et I en ^ et si 

|=^ = -(«.i + U n(«) = -c.. 

la fraction continue correspoodant i h rebtioa sera de la forme 

F= L 



P.+ 



T, 



«.?+?.+ ^ 



M+P,+ 7^ 



les relations de recurrence teuit 

^ ^ f ^... - («.^ + O*^. - c.F^, = o; 

d'ailleurs les r^duites de la fraction continue F correspondant aux lois de 
r^urrence (A) v^rifient les relations 



done 



f = 



T. 



P. + ^ 



P. + ^ 



«,^ + *.+ - 



M + *, + :^ 



Un calcul facile donne les termes y,> P,> T>> (^> ^i* fonction de C/,,, 

^M' ^...» ^M» «° ^^ <!"« 

17. 



I«l 



F_ ^ 

r — r 

1,1 ' 0,1 

0,1 1^ 






«,^ + ^ + — 
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m. — Relations entre les aires de convergenoes des fractions ordinaires et 
des fractions complementaires de deuxiftme classe. 

23. L'^tude de la convergence d'une suite de fractions -^ sera 
baste sur Titude de la convergence de la s^rie 

et en particulier sur I'^tude du rapport 






Si le module de ce rapport tend vers une limite moindre que un, la s6rie 
et la suite des fractions convergent. 

Si ce rapport tend vers un, il y a doute. En ce cas, I'^tude directe 

de la fonction dont les fractions -~? sont des representations approchtes 
permet parfois de lever le doute. 

24. Comme on Ta vu, il existe une relation simple entre les dfeve- 
loppements en fractions continues de deuxidme classe ordinaires et com- 
plementaires des fonctions Z, (;f) et Z(:() = Z, I — ■ . 

// existe aussi une relation simple entre les aires de convergenu de ces 
diveloppements. 

Soit en effet -j^ des fractions approcWes complementaires (pre- 
miire diagonale) d'une fonction Z, (:() : 

'^ ^ 1 ^... ^,.... + 5... ^.,. + n (») <. ^^... = o 

et J— les fractions approch^es ordinaires correspondantes de la fonction 

n 

f^-. i ^« Un.. + 5. u, + n («) ^' <. [/._. = O, 

^ ^ \ AK., + BJ, + n(«)^M.,.r_ = o. 

Considerons les deux suites 
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^o. /V,, U\ /t/,. 17., \ 

'^0,1 \^ 1,1 0,1 / \ '^ 1,1 '^ 1,1 / 



• • • 



et les rapports 



\ ' %-^\y\ ^ %t\ / \^ 11,1 ^ •—1,1/ 

U V —\J V V V V V 

%»\ 11—1,1 *^ii-.i,i '^ 11,1 ' «-4-i,i '^ 11,1 i«-«-i,i ' «,r 



r V ' 



car les relations (i), (2) donnent respectivement par Elimination de 

Les relations 
pennettent d'Ecrire 

=^"''-(t)x^""'^-(t) 

if.(0 = n(«) ^^^-rT\ TtV- 

r'r..(f)."F.(f) 

H s'ensuit que, si les suites de fractions (i) reprfeentant la fonction 
Z, (:f ) convergent pour la valeur :^ de la variable, les suites de fractions 

(2) qui reprisenient la fonction ZA — I = Z{x) convergent pour la valeur 

— de la variable, et riciproquement. 

Si la suite (i) converge dans Taire A{xyy)y c'est-i-dire converge en 
tous les points ;j^ = x^ -|- iy^ de cettc aire, la suite (2) qui repr^sente 
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la foncdon ZA — i = Z(:^) convergera aux points 



^o 



!2t 



^o + ij'o ^o + 7o < + yl 

dc ccttc aire, c*est-4-dire dans Taire 

^(]^r^, pTj^) = M^* yy 

En particulier, si Taire de convergence A(Xy y) relative i la fonc- 
tion Z, (jQ comprend tout le plan, sauf les points d'un arc de courbe 
f(Xy y) = o, Taire de convergence A^ relative i la fonction Z(jO com- 

prendra tout le plan, sauf les points de Tare / 1 -7— j — j, ^ 1 a I = o 

\x -f-jf X -{- y f 

transform^ du premier arc par rayons vecteurs r^ciproques, le pdle de 

transformation iiant it Vorigint et la puissanu itani un. 



CHAPITRE n. 
£tude d'un cas particulier. 

25. Laguerre a 6tudi^ le d^veloppement en fractions continues des 
fonctions Z(X) virifiant T^quation diflF(£rentielle du premier ordre 

oil Wy F, U sont des polyndmes en :^. 
H part de Tidentit^, supposie v^rifiie, 

oil <p(0> /(O s^"^ ^'"" ^^ Tautre des pol3mdmes en x^ de degr6 n et 

oil I -a^TTi I d&igne une s^rie ordonnte suivant les puissances dicrois- 

santes de la variable z, commen^ant par un terme de degri — (^w + i) 
et il montre que f{pO doit verifier une Equation diff^rentielle de second 
ordre : de cette ^uation, il d^duit une loi de recurrence entre les po- 
lyndmes /„^X0> /n-^i (0> /« (0- O" salt d'ailleurs que les polyndmes 
Tii-Ka(0> ?ii-^i(0> ?n(0 v^rifient la mfime loi de recurrence. Cette loi 
de recurrence conduit au d^veloppement en fraction continue de la 
fonction Z(:Q. 
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A dire vrai, Laguerre n'a appliqu^ son proc£d6 qu'i des foncdons 
trte simples, telles que ■ ' ^ j (constante quelconque) (cf. § 42), 
v^rifianc toutes T^quation particulidre : 

(2) (-^ + *)(c^ + ^^^^ = (/.^ + ?)Z(o + n(o, 

oil a, by c, dy p, q sont des constantes arbitraires et n (:;[) un polyndtne 
quelconque et il n'a m£me pas donn6 le d6velopptaient en fraction con- 
tinue des foncdons v^rifiant T^quadon (2). 

Suivant les indications que Laguerre a laiss^es, je donne d'abord 
ce d^veloppement. Puis, prenant comme point de depart les relations de 
recurrence existant entre les numerateurs et les denominateurs de 3 r6- 
duites cons^cutives quelconques, je monire que le diveloppemtnt est valablt 
dans tout le plan de la variable ;(^ sauf pour les points situis sur la cou- 

pure joignani les points d' affixes , qui sont points singuliers 

pour la fonction ZQQ. 

I. — Developpement en fraction continue de la fonction verifiant ('equation 
diff^rentielle : 

(2) (^^ + t)(c^ + d)^^ = (p:c+?)2(0 + n(0, 

oil a, b, c, d, p, q 8ont des oonstantes quelconques et n(:() un polynOme 
en ^. 

26. Nous supposons que Z(:^) est d^veloppable suivant les puissan- 
ces negatives de la variable: 

Diterminons avec Laguerre deux pol}mdines de degr^ tt, U^, V^ par 
la condition que les in ■\- \ premiers termes du developpement 

de la jr action rationnelle -^ soient identiques aux 2/) -f- ^ premiers 
termes du developpement de Z{TOy en sorte que 

(3) z(0 = ^ + (^), 
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^^ I "i^TTi I r^resente une sine ordonn^ suivant les puissances dicrois- 

sances de ;^y commeofant par un tenne en -j;;:;^ . 

Les polyndmes t/^, F^ peuvent tee ditermin^, une fois le dive- 
loppement de 7^ connu, par Tidendfication du polyndme U^ au produh 

''.x(s. + A + A+...+^ + ^+ «.+ ...). 

On dWuit de (3) 

et, portant cts valeurs de Z(jQ ct Z'QQ dans (2), il vient 

FU' — UV U 

(^^ + bXc^ + d)^-^^-^r^^- C/)^ + ?)-f - n(0 

Changeant :( en — , 

_i_(a + tOC'^ + dz:)(V, 17. - C7. TJ 

oil Ton a posi 

u, (0 = ^" ^ (7-) ' ^. (0 = r ' ^' (?) 

n.(0 = ?'n(|-). 

en d6signant par w le degri du polyndme n(:^). 
Ceci peut s'^crire 

(^'") et C:^'""^'') repr6sentant des series ordonnies suivant les puissances 
croissantes de 7^ et dont les premiers termes sont de degris respectifs 
2n et 2 « -j" ^' 
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Le premier membre itant de degri 2 w -{- w, la sirie F* (^""^'0 "^ 
peut que se riduire i son premier terme, d*ou 

[(a + *0(f + dTiXV, U, -U,F,)-(p-{. yO U, TJf- - n. F; 

_ ^»M-K ^ constante. 

Changeant i nouveau ^ en — , 

(4) (a :^-{-b) (c i-^d) (F U'^U V')—(p ^+?) U V—U (^ P= constante. 

27. A Paide de cette relation, Laguerre forme comme il suit une 
^uadon diff6rentielle dent V est solution. 
Soit 

(5) N(0-y"-M(:Oy' + H.y = o ou /'_^/ 4.-^^ = 

une Equation diff^rendelle lin6aire du second ordre admettant les deux 
solutions particulidres 

m 

Des idenntds 

Ny': - My: -\-Hy, = o, 

Ny':-My[ + Hy^ = o, 

on dMuity par diminadon de H^ 

Niy'iy. - y':y.) = M(y>. - y'^y,), 
doii 

or, en posant 

y'ji —y'zy, = v'r''^'\u— vz)— vrJ^\u' —vz- vz') 

-\-Vt -^ 'KR(U—FZ)=e '' [F'U-VV-^-V'Z'-i-VUR-rZR] 
-fux 

ott, vu la relatbn (2), 
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ety tenant compte de (4), 



doii 
jW__^. ^ , j>:(+y a c_ 

L*^uation diflKrentielle (5) que v^rifie V est done de la forme 

(«^+*)(^^ + '0/' + [(P + 3'»0:C + «'i + *f + 9]/ + >> = o, 

od X est ind^pendant de Xj vu rhomog&iiiti. 
Si 

exprimant que le terme de plus haut degr^ est nul, il viendra 

n{n — i)ac + n{p -j-2tfc) + X = o, 
d'oCi 

X = — »[(»+ i)^^ +rf- 

Ainsi le polyndme V est une solution de Tiquation 

28. Cela pos^, Laguerre remarque que la relation 

oil A^_^ est indipendant de :^, comme on le voit immMiatement e 
rempla^nt -7—^' , -^ par Icurs diveloppements 



«— I 






donne lieu i celle-ci 
qu'on peut 6crire 

OU 
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en posant 

Si Ton d^ermine le polyndme j2«-i P^^ ^ condition que 
il s'en suivra que 
Ainsi, les polyndmes t/, V virifient les relations de recurrence 

^^^ \ ^... - Q^, V, + p._. r._. = o , 

ou P, teint ind^pendant de :^, Q est du i*' degri en :(. 

29. Ici Laguerre remarque qu'on pent faire I'bypodi^se quevoici: 
La constanie de Viquation (4) est igale il — A^. Et en effet, la relation 
suppos^e 

donne lieu i celle-ci 
Si 

quelle que soit rind£terinin6e X, et si le polyndme 
virific r&juation (6), il en est de m6me du polyndme 

Rmii. Cirt. Umtmm, FaUrmp, t. XIX (1905). — Sumpato il 6 ourzo 190$. a8 



on aura 
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Or, la relation 
oil A^_^ esc une constante, donne, dans ces conditions, 

la relation (4) donne 

^•^(^Y.-^P.-, - ^^.^Y«..) - ^VP.Y. - DnVy: = constantc. 
Supposer que la constante est igale i •— A^ revient done i kcxm 

^[*''(y.P._. - P,r._.)- ?P.Y.-nnY:] = f^(^_.r.- P. «._.). 

d'oi rbd^tennbie (a en fonction de X. 

Dans ces conditions, T^quation (4) s*tcrit 

= U V —U V 
ou 

OU encore, O^ 6tant une inditerminie, 

Kn + *)(K + 'O f^: - o. f'. + ^...] £/. 
= [(«^ + 1)(^^ + 'O t/: - o.t/, - (p^ + y) 17. - n r. + t;_] F., 

et se decompose en les deux suivantes 

(8) (a^ + V){cx. ^S)V',=iX,V,- F,^, , 

(9) C'* ? + (-^ ^ + ^ t^: = n r. + (p ;c + ? + o.) ^. - u,^. , 

oh. U^ est, par raison d'homoginiit^, du i*' degri en X: 
D^rivant Tiquation (8), il vient 

^axJrV)(c^+d)v=-{2acx+bc-\-ad)v:^a;v,+a,v:^V'^ 

et ^ devient 

filiminant V*^ entre cette Equation et Ttquation (8), on aura 

(P ^ + ? + J (". ^. - y,..) - (a... K., - K..) 

^ (ai+ bXci-{- d)\Q:-[acii -\. n) -\- p]n\F, = o 
ou 
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Comparant aux relations (7), U vient 

(10) a.=i'^+?+o. + o.*., 

(1 p. = 0't+^+oJo.-K''^H-*)(«c+'0|o:-[«(i+«)+;'J«}. 

Les relations de r&urrence (7) seront ditermin^es une fois le po- 
ly ndme du premier degri H^ d6 termini lui-m6me. 

30. Laguerre pose i cet efFet 

d'oa 



O. = ('»^ + *)(c^+'0 



U 



u 



et, substituant dans Tiquation (11), il vient 

{iacz^-ad^hc)—+{a:^-^bXcx:\.dy!L-JLy,p-o 
ou 

ou encore 

(12) (fl^ + t)(t^ + d)u" + [(2ac -j- /,)^ + ad + if + y]«' 

li^ ^tant un polyndme du i^' degri, posons 



determiner le polyndnie O^ reviendra d determiner les constantes a, ^. 
D'aiUeurs cette relation conduit i celle-ci : 

^t si I'on exprime que u verifie identiquement T^quation (12) on aura 
3 equations determinant ^ ^9 P^^ d'o£i 

O. = (a + P)tf c^c + ^«^ + ^P* 
«t enfin, vu I'equation (10), 



■^di 
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31. Voia le d^veloppement des calculs. 
Si ^ =: (uTi + b){c7^ -^ d)y on 2l post 

et r&juarion (12) s'6crit 

(13) fvu" + fry + (^, _ ^)« = o, 

oil 

JT^ = (2flc +/»);(+ *c + tfd + ?, 

ff, = -[acii-\-n)-\-p]n. 
On a done 

et, portant dans (13), 

(14) ^: + f^K - ff^'^n + K^n +H^fF^^P^ = o; 
or, 

(15) ^. = (« + W^K + a^d •^c^b = yi + i, 

en icrivant ^jc(a4'P) = T> flati + cPt = X et (14) devient ainsi 

(y^ + ^r + («?: + ^)(f ^ + 'Oy - (2«f t + *c + ^'OCy^ + *) 

+ [(2ac + p)^ + ic + fld + yJ(Y:C + X) 

- i<il-hl>)(c:i-{-d)[ac(ii + „)+;,]„_ P, = o 
ou 

(y^ + «y + ('^^ + 0(k + 'Oy + (/'^ + y)(Yt + ^)' 

- (a:C + t)(c^ + ^[ac(i + n) + p]n - P, = o . 

Cette ^quatioa devant toe idendquement v6rifi^, il s'ensuit qu'on do 
avoir simultan6ment 

(16) Y* + '"^Y + /'Y — flc[«c(» + «)+/']« = o. 

(17) 2YX + (aJ + *c)Y+i)H?Y-(«'i+*0[«':(i + «) + />]« = 

(18) i''{-bif-}-q^ — bd[ac(i ^ n) -\- p]n — P, = o . 

On tire de (i6) 

.. _ — (ac+/')±(gc + /' + 2<fc«) 
' ~ 2 
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d^oix les deux valeurs suivantes de y : 

Y, = acn, yt = —i^c-\-p + acn). 

Si y = actty riquation (17) donne 

N _ (ad -j" bc){acn -^ p) — gac 

lacn-^p 

et r^quadoQ (18) donne, aprte un calcul assez long mais qui n'offire 
aucune difficult^, 

p _ n(nac']'p)[n(ad — bc)a — bp'\'aq][n(ad — bc)c--cq'\-pd] 

[2«a(; + py 

L'^quadon (15) donne alors 

., I (ad-^ bc)(acn'-{'p) — gac 

Q.=\(2nac+p)[2ac(n+iyj'P\+iad+bc)[2n'ac+2(i^^ 

^. (2n+i>c+j) 

Si Y = — (ac -{- p ^ acn)y on est conduit aux mfimes valeurs de 

-P. ct (2,. 

u 

Ainsi, les tennes des riduites -f~- de la fracdon condnue dive- 

n 

loppement de la foncdon Z(:Q v6rifiant i'^quadon difii^rendelle 

i^irifient la reladon de recurrence 

Oil 
p _ n(nac-\-p)[n(ad — bc)a — bp-{-aq][n(ad — bc^c—cq-^-pd] 

'~ (2nac-{-py 

C ={(2nac-{-p)[2ac(n-\- 1 y\-p]^-{-(ad-^bc)[2n'ac-\-2(ac-\-p)n-]-p]^pqy, 

(2n-{-i)ac-\-p 
^ i2nac-^p)[2(n-^i)ac-\-p] ' 

Dans le cas oii /) = o, les quantitfa P^ , Q^ prennent une forme 
beaucoup plus simple : 



e.=(a»+o(.<^+"-^'). 
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On remarquera que, d'aprte la marche des calculs, si 

^.,. = » + Y.^ + T.^* + — \-yX> 

les polyndtnes C7, , K_ donn^ par les relations de recurrence seront ks 
produits de C7, ,, F par ua facteur constant: 

Comme -f^ = -rr^ , cela n'offire aucun inconv^ent. 

n «»l 

n. — ^tude de la convergence du developpenent precedent dans le cas oti 

/> = o. 

Nous montrerons que le cas gin^al rentre dans un cas plus £tendu 
encore, dont nous ferons plus loin T^tude (Ch. HI). 

32. Posant ac := Py ad -{- be =^ iQy ad — be = iR^ y = 26), 
les relations de recurrence s*&:rivent 



(0 



^...-(2« + i)(i'^H-0f'.+(««+")(««-<-)^^.=o. 

Uo U, t/, .. 

La suite -j^ , -j^, -W , ... converge ou diverge en meme temps que 
la s6rie 






+(^-^:)H-(^-^:)+-+(^:-fc) 

Etudions le rapport 



U U 



y V u r — u F V v 

"■"f/ U ^'^ U F — U V ^ V ^ y ' 

n n-i 

filiniinant (2^4" i)(^^ + Q) ^"^^^ ^^ relations de recurrence, ilvient 
d'oCi 



•^l 
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Si Ton pose 



R devient 



^ __ wJ? + ca u„, u^ 



(«+l)^ — CO u^ u^^^ 

ailleurs 

(2)[(H+l);?-a,]«.^.-(2«+l)(P;^+0«, + («i? + a>)«,_, = O. 
Or, la foncdon F(;(, a) 

^(t. «) = «o + «.« + v,«' + *',«'+ • • • + ",«* 



■ /* (flo+g.«)<^« 



oil les arbitraires a^, ^i, ont 6t6 choisis de mani^re que les coefficients 
des termes en a°, a' du d^veloppement soient pricistoient w^, w, , v^- 
rifie rtquation diffferentielle 

Si Ton dirive w -j- i fois par rapport i a cette relation, on obtient, 
en substituant m ! v. 4 , ^ , 

[(»+O*-<-]«...-(2«+i)(P^+0x;. + («i? + a.)v,_. = o; 
la comparabon avec la relation (2) montre que (puisque t;^=w^, 1/^=1*,), 

qmlqtu soil m. 

Pour une valeur d6termin6e de ;(, la fonction Y'(;(, a) 



X 






i_ .***^''^ 



admet un d^eloppement 

Vo + ^.« + ^a«' + ^*^+ ••• +«*««"+ ••• 
valable dans un cercle ayant pour centre le point a = o et passfnt par 
le point singulier a. , le plus proche du point a = o. 

Or la fonction admet les deux points singuliers a^, a^ racines de 
Tiquation 
(3) 12«'-2(P;(+0a+;? = o. 



224 
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Si Its modules de us racints sont diffirtnts Vun de V autre (|aj <I«J) 
un seul point singulier a, sera sur le cercle de convergence et le rapport 



u 



■2- tendra vers a,. Done, en ce cas. 



n-*-i 



lim 



u 



= K\ < \V^, 



et par suite 



puisque a,a^ = i 
Alors 



«-»-i 



lim 



u. 



u 



■ -4-I 



<I, 



l«.l = 



nl? -f- w 



(n+ i)R — ii 



X 


««_, 


X 


«*. 


». 


^«-»-I 



tend vers une limite moindre que un et la suite des riduites converge. 



33. II ne peut y avoir divergence que si les modules des radnes 
a,, a^ de T^quation (3) sont igaux, car ils sont alors igaux i un et 
|lf,| tend vers un. 

Si les modules des racines de Viquation (3) soni igaux, il y a di- 
vergence. 

Un calcul facile montre que I'identiti des modules a lieu sous con- 
dition que le point ;( soit sur le segment recdligne joignant les points 

d'aflExes , . 

a c 

En effet, si Tiquation (3) admet la racine a, = a| 4- *!*> elle ad- 

mettra la racine 

_ 1 _ < — <t 

ety les modules devant Stre igaux, 



a" 4- a' 



d^oix encore 



a;* + a;' = I et 



a = a 

a 1 



«a»> 



Soit 



la condition pr6c^dente n^cessitera que 

^ = 0. 
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D*ailleurs 

a = — i/±|/if*- I 
n^cessite de plus que 

soit dans le cas present 

^ = x-\-iy, R = f,-\-f,i, p=n, + n,i, i2 = x. + x,»; 

on aura: 

* p. + p,' 

(n.x-n,y+x.)p.+(n,x+nj+x,)p,+t[-(n.x-n^+x.)p,+(n.x+n.:y+x.>.] 

p! + p: 

et les conditions d'idendti des modules s'icrivent 

P.* - P.)' + x. ^ n.Y+ n.x + X. 

p. p. 

_[- (n.x - n,y + x.)p. + (P.^ + n.^ + x.)pn 

~L p; + p: J 

~ - p: + p: - ' 

conditions qui deviennent 

(a, f, — a, f,) X — (a, c, + a, cj^ -\-a,d, — a, d. 



avec 

-I<X<I, 

si 

Ces conditions supposent bien que le point ;( est sur le segment rectili- 

h d 

gne joignant les deux points d'affixes , . 

lyailleurSy il y a ordinairement divergence sur ce segment, car les 
points en question sont ordinairement points singuliers de la fonction 
representee par le d^veloppement en fraction continue que nous ^tudions. 

34. Cette fonction Z(x) v6rifiant Tiquation di6f6rentielle 

JUii. Grt. UsUm, PnUrmo, t. XIX (1905). — Sumpato il 7 mario 190$. 39 
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est de la forme 



^(0=(n+0 



1 _i_ /» 



9 . . « 



I** Si n(:;^ est nul, 



^« = &5) 






et les relations de recurrence subsistent : 

£'„,-(=»-.)(«=t+^)u.+^(«-.)'-f]f„=o. 
''..,-(»-.)(^+^)''.+^(«-0'-f]''^,=o. 

Les points critiques sont alors algibriquts. 

2^ Si r^uation difii&rentielle est de la forme particuli^re 

(ai + bXc^ + ^)^^ = *, (q = o), 
d'od 

-^ W -ad- hc^ ci-\-d- be- ad^a:(^+ b' 
les relations de recurrence subsistent encore et s'dcriveni 

u.^, + (a « + i)(P^ + f/. + »'if' t;;^. = o , 

Id les points critiques sont logaritbmiques. 

Dans Vun d Vautrf cus, U convergena est asswrie en dehors du seg- 
mtnt rcciUignf joigtuxni Us Jtux Piiinis singuliers, 

Lt prohngenunt .;V h fonction par la fraction continue n'est done pas 
tsstniuUenuHt arr/U par Us poif:ts singuiurs qui soni critiques algibriqufs 
ou criti^uts l^garitbmiqucs. 

Xous lurions id i examiner le cxs des fonctioos v^bifiant T^uation 
didSextenticUe 



^K 



Koos fercQS oene ftaie apris re:[9Ckse de U ti)e<»ie geairale. 
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m. — Extension des resultats precedents aux fractions continues de M. Pade, 
qui correspondent au cas partioulier etudie. 

35. Comme on I'a vu, si les riduites obtenues se rapportent i la 
foncdon ZQQ^ les r^duites compl^mentaires -7^ y^rifiant la relation de 

n 

r&urrence 

se rapporteront i la foncdon Zl — ) = -^i (0 ^^ convergeront dans 

tout le plan, sauf sur Tare de cercie CD, transform^ par rayons vecteurs 
riciproquts du segment rectiligne AB, 




(Fig' /;. 



En pardculier soit 



d'oii 



^«=(:i^)" 



^(f)-co=c^O' 



Le premier diveloppement, celui qu'on a 6tudi6, est valable pour 
tous les points du plan, sauf le segment AB. \j& d^veloppement com- 

pUnuntaire, d^veloppement de la foncdon I ' , - I est valable 

les points du plan, sauf sur le segment CD. 

Le developpement compUmeniaire de Z(;(), ou Ton a ^change a et 
h^ c ^ dy reprisente done, comme le premier, le d^veloppement de 



en tous 
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"X y I , mais est valable, ltd, dans tout pkn, sauf sur Yarc dt ctr- 

cle AB. 

Nous avons done deux d^veloppements de la foncdon, I'un diver- 
geant sur le segment rectiligne AB seul, Tautre divcrgeant sur Fare de 
cercle AB seul. Ainsi la fonction est representee par I'un au moins de 
ces d^veloppements en un point quelconque du plan. 



CHAPITRE m. 

£tude de la convergence d'une suite de fractions rationnelles 

i^, f^, Hm, . . , it:!, oti les polyn6mes £7, V sent 

d^finis par des relations de recurrence de Tune des formes : 

AU^^^, + V.u,_ + n(m)^,t;,_, = o, 
A v^^, + 5,^, r^ + Him) A, r_, = o, 

A, f/.^, + 5,^. £/. + n(m)^, t;_, = o, 

A, [7,,^,, + 5,^, U^^^ + n (m) A, r_. = o, 

Ah> ^fc-Ki ^&nt des polyn6mes en :( de degr^ respectifs b 

et /? + I, et -4fc, Bfc^, , n(m) ^tant fonctions de m. 

Nous supposerons mfime que n(m) est un polyndme en m. Le 
cas ou n (m) est une fraction rationnelie se ramdne ais^ment k ceiui-ci, 
comme on le verra k propos des diveloppements de Laguerre. 



I. — Pr^liminaires. 

36. Dans I'un et Tautre cas, nous avons i consid^rer une sirie de 
la forme 

et le rapport 

~ u F . — u .V ^ F V ~ ^^"i~ir~ ^ ~fr » 
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Oil 

(0 ^» ^,.. + B,^, r. + n («) A, r._. = o. 

On peut icrire 

et (i) peut se mettre sous la forme 

r F B V 

OU 



Si yffOO TT^ ^^^^ ^^^5 ^°^ limite L (et alors R^ tend vers la limite 
i*), on a 



«-*-i 



i' + lim ^*^' X +1 = 0. 



Troii ca5 5on/ ^ examiner : 

D 

^ *"^' tend vers une limite diterminie, 



D 

n. ;=== tend vers ziro, 

in. .**' tend vers Tinfini, 

A,Vn(n) 

car nous excluons le cas oil ;== n'aurait aucune limite. 

n. — Premier oas. 

D 

57. Si ;== tend vers une limite diterminie, nous admettrons 

A,mn) 

que B sont, comme n, des polyn6mes, mais polyndmes en :( et n. 

I. A^ et 5^^, sont d^un mime degri k en n: Alors n(fi)ser&iuit d 

une constante ta, 

V V 
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et (i) devient, en 6crivant Aj^(n) pour A^y B^(n) pour 5^, 
(a) A^ («) r,^. + B, («) r. + « ^, («) y^, = o. 

Consid^rons une Equation di£F(^rentielle de la fomie 

..._|_afc.+c.«+c,«']-^^;^+[d.+d,«+d,«']Zfe«)=(r,+(r.«, 

oil a^y a^y a^y t, , t, , . . . , d^ , <y^ , <y, sont des foncdons dc x.^ Z itant 

fonction de x. ^^ ^^ *• 
La fonction 

(4) Z(^, «) = S, + S.« + S,«'+...+S,«-+... 

virifiera cette Equation si la s6rie du second membre converge et si 
pour m >• I on a 

, r (w— 2)1 , , (m— 2)1 , , (m— 2)1 , . (m— 2)11-, 

Diterminons les polyndmes en ;((a, A, c, . . .), de mani^re que, 
quelque soil m, on ait 

ml , , ml , , ml . J ml . , ^ 

*' (m-*)i +*■ (m-ife+i)i +•"+'« oJj=oi +'^' -;;ii- =^»(«- , 

(m— 1)1 (m-i)l I . (*»— 0' I j (>»— 0' — p/^ ,>» 

(wi— 2)1 , , (w— 2 )1 (m— 2)1 , . (ot— 2)1 . , 

les quantitis 5^ v^rifieront la loi de recurrence 

(5) ^*0^ — OS«+^»0'*~OS„_, + «--^*(w-OS^_a = o ('»>!). 
Si de plus on determine <t^ , <t, , de manidre que 

(6) 5„=r„. s. = r., 

on aura, quelque soit I'indice tn, comme le montre le rapprochement des 
relations (2), (j), (6), 



''j 
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d'oii 



U ~ S 

Oty on salt que Tiquation diff^rendelle (3) admet une solution 
analytique (4) convergente dans un cercle dicrit de rorigine comme 
centre, le rayon de ce cercle itant igal au module de la racine de moin- 
dre module a, de T^uation 

(7) ^, + fla« + ^,«* = o> 

cela sauf cas excepdonnels. 
Done, 



lim 



'H-M 



= 1, 



oil L est la limite du module de la racine a,. 

Si 

A^(m) = Antk + A^ni^^ + • • • > 

06 i<, -4, , B, 5, , . . . sont des fonctions de :(, 

a^=: A^ a^ = B y a^-= t^A 
ct Tiquation (7) s*6crit 
(8) a)^a' + Ba-f-^ = o. 

Si Us modules des racints cc^, a^ sont inigaux (|aj < |a,|), 

lim R = ft) lim I 7^^ I = ft)aj <[ ft)a,a^, 
quaniiU dont It module est un, puisque 

done 

Um \R\ < I 
et U y a convergence. 

Si les modules des racines a,, a, sont igaux, 

lim \R\ = I 

ei U y a doute quant i la convergence. 
L'iquadon (8) pent d'ailleurs s'icrire 

Ay^ 
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ce qui montre que si les modules des radnes de T^uadon (8) soot 
igaux, il en sera de m&ne des modules des radnes de r&juadon 

comme il est fiaidle de le reconndtre. 



38. n. Cos giniraL — Le cas giniral se ramtoe comme il suit an 
cas prudent 

D 

Si 1== tend vers une limite d^erminfe et si ^., B. , sont 

respecdvement de degr^ m et il: en n, 11 (n) sera de degre 2 (£ — m). 
Ainsi, nous avons i determiner la limite de 

V V 



•-♦-I « 



sachant que les polyndmes V sont X\k& par une reladon de recurrence 
^. («) V,_, + B, in) V, + n„»_, («) A^ (») F,_. = o . 
Soient «, , n, , . . . , nj_^ , i — m radnes quelconques de I'iquation 
n.,»_«,(«) = o, en sorte que 

n„»_«,(«) = «(n — «,)(« — »»,)••.(« — »»_jn;_,(»). 

Posons 



Nous aurons i ^tudier la limite de 

a)n'(«) ^ [7 C7 

(«-»,-i)(«-«,-i)...(«-«»-i)>^-l^X-^ 
ou simplement de 

puisque n'(;/) est un polyndme en n de degr6 Jlr — m. 
i/»r, la relation de recurrence pent s^icrire 

n.„_.,(«)^. («)/=- X %^ + B» («)/=- + ^.(«) = o 

OU 

n,(k--.)W^.(«)7r^';— ^-r-^ ••• - — ir~X 
X-^X- — i rX- — £ rX ••• + 



£/^ w — n, — in — n. — i * « — m _ — I 



+ 5»(n)-i^X 



a 



f^.+. (« — «.)(« — «,)•••(« — «u-J 
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ou encore 

na(i_«)(«)x^«.(«>^,+Bi(«X«-«.-iX«— ^— ^)---(^--«u«.— iX 

+^«(«)X(«— «,)(«— O-(/i—«i_J(«—»,—i)-(«—«k^—i)-tt.^,=0 

et les coefficients de u^_, , »^, w^^., sont d*un m6me degri en », de 
d^r^ ik — m. 

On est ainsi ramen6 au cas pric^dent. 

39. La convergence a lieu en tous les points du plan oil les mo- 
dules des radnes d'une ^uadon 

que nous icrirons 

r - 2[P(x, y) + i (2(x, ;y)]P + I = o, 

sont in£gauz, ce qui suppose que 

2 = 0, -I<P<I. 

Divers cas peuvent se presenter. Les regions de divergence peuvent Atre 
de simples arcs ; elles peuvent £tre form^es de une ou plusieurs courbes 
ferm^ ou non. 

Elles peuvent ne pas exister. 

m. — Second et troisiime oa8. 

D 

40. 7==^ ^^wrf vers xiro : ici \L\ = i et nous ne pouvons rien 

dire sur k divergence ou la convergence. Parfois, Tapplication des regies 
connues reladvement aux series donnera la solution de la question. Mais 
on nt saurait inoncer aucune proposition giniraU, 
En fait, la fonction 

a, quelque soit :(, un ou plusieurs points singuliers sur le cerde de ra- 
yon un traci dans le plan de la variable X et il y aurait lieu d'itudier 
Tallure de la fonction sur ce cercle. 

41. ;== tend vers Tinfini. 

Rtmi. Qr€. iliUM. PmUrmo. t. XIX (1905). — Sumpato il 7 mario 1905. 30 
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Si B^_^, et Af^ sont des polyndmes en w, les raisonnements qui ont 
^t^ faics pour le premier cas sont applicables. 

IV. — Applications. 

42. Nous 6tudierons ici le cas giniral du diveloppement en fraction 
continue de la fonction Z{pO virifiant Tiquation diflirentielle : 

Nous avons ici (§ 31) 

^» ^^. + ^».. ^. + n («) ^» r_ = o 

avec 

A,= i 

^ (2«+I>+/> 



'[2(w+ 1 )^+/>][2«flC+/)J 

et, commc nous allons le voir, ce cas se ramtee facilement i ceiui oil 
11(//) est un polyn6me. 

Nous avons i etudier le rapport 

F V 

*« = n(«)ir^X-f-'. 

Posons 
B^. = [Kn - ».X« - «.k + QHn - «,)(n - »^] s(^-l^(^n-n:) ' 

nc,A= ^^.(" — "6)(" — "7)(" — «g) 

j2 = 2ac(ad -\- be), 
M ^ — 2ac, 
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on aura 



(fi — nj(/i— i) u.^, tt. 

et la relation de recurrence s'icrit 

n(«)4=i X /=- + 5»,.^ +1=0. 

Posons encore 

ati — be u, w, 

2 U W * 

R^ devient, en ntgligeant la partie qui tend vers un, 

" «/ t^ 

et la relation de recurrence preiid la forme 

(arf— k)(w— wj(«— W7XW— «8)(«— »i)"^i.-« 

et devient i la limite 

fld — he J / , ad + ic\ , ad — be 
a — 2\acz A I a -J = o. 



/ ,ad±bc\ , 
— i^fl^H '- — j« + 



2 

relation d^ji trouvi dans le cas oii p = o. 

Le problfeme de la convergence est done resolu : il y a convergence 
dans tout le plan^ sauf sur le segment rectiligne joignant les points d' affixes 

a ' c ' 

43. Laguerre *) a donni les d^veloppements des fonctions parti- 
culi^es que voici : 

i^ Z(0=^*""°*% 

qui virifie Tiquation diflferentielle 

le diveloppement converge dans tout le plan, sauf sur la coupure rectiligne 
joignant les points i i. 

*) Lagitbrrb, loc. dt 



3° 
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qui virifie T^juadon difftrentielle 

/e divdoppement converge dans tout U plan, sauf sur la caupure joignant 
Us paints i i. 

qui v6rifie P^uation difii^enddle 

le divelopptmtni coftverge dans taut U plan, sauf sur la caupure rectiligru 
jaignani les paints i i- 

v. — £tude des fonotions Z(jQ vMfiant Ticiuation difMrentielle : 

44. Cette iquanon est un cas particulier de i'^quadon 6tudi6e par 
Laguerre oil i'on ferait c = o, d = i. Mais la reladon de recurrence 
devient 

U,^,-(p:(^ + an + q)U,^n(na'-^bp + aq)U^, = o, 

y.^. -(P^ + ^« + ?)'', + «('^^"-*/^ + ^?)''«-. = o, 
et nous avons i 6tudier le rapport 

R = -^ X ^ X n{na' — hp'\- aq), 
posant 

V u 

p_ na* — bp-\-aq u, u^, 

et la reladon entre les polyndmes F^ devient 

na^-bp + aq _n±JJL±Su 4^u -o- 

r&iuadon en a est id 
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d'oi a = ^ ^ et |a,| = |a^| = i : quelque soit x.. II y a douU 

2 

sur la convergenu. 

45. A ces foncdons se rattacbe la fonction: 

qui v6rifie r&]uation diffi&rentielle 

et dont Laguerre a donni le diveloppement 

Stieltjes a montri *) que son diveloppement converge dans tout 
le plan de la variable sauf sur la coupure constitute par la partie ne- 
gative rielle de I'axe des x. 

CHAPITRE IV. 

£tude de la convergence d'une suite de fractions rationnelles 



dont les termes v^rifient Ttine des relations 



de recurrence ^ 

A, V^^, + B^. t;^. + Hn)t'A, U^^, = o, 

^.^... + 5^.^» + n(n)^'^,F_ = 0, 

A, U^r + B... U. + li{n)z:A, £7... = o , 

A, F,_, + B,.. V,^ 4- II(n)^^^, ^^. = o , 

^1^, £i^^, ^ant des polyn6mes x^ de degnte respecti& b et 
/; -f- i> ct iifc, -B^^,, n(») etant fonctions de n **). 

L — - Priliminaires. 
46. Dans Tun et Tautre cas, nous avons i itudier une sirie 



*) Stisltjbs, loc dL, page 5. 

^ C£ PmcHBRLB* Acta Mathematica, tome XVL 



238 R. DB MONTESSUS DB BALLOKE. 

et le rapport 

(0 A, r_ + B^, F. + n («)^'^» r_. = o . 

Iciy 



«. = (t^^-^) X (,if(^^),-^) X l/g^j 



et 






Posant 
il vient 






p _ </ n (») ^^ ». ^ «*-. 



. / n(w) s/ ^11 s/ ^•-» -L ^*-^» S/ ^« _L- 

Si — =- tend vers une limite L et si 1/ „ . "^ , tend vers «», 

««,+. r n(« — i) 



i?, tend vers V et Ton a 

L* + Um ,^*-' L +1=0. 

Trois cas sont i examiner : 
I. ~= tend vers une limite diterminie, 

n. T== tend vers ziro, 

DL — **' tend vers I'infini. 
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II. — Premier oas. 

47- Si — . ttV N tend vers une limite diterminie, nous admettrons 

que B et A sont des polyndmes en :( et n ; nous admettrons aussi que 
n(n) est un polyndme en w. Le cas oCi A^ 5, n sont des fractions 
rationnelles en n se ram^ne sans difficult^ au cas pr^c^dent, comme on 
le verra sur un exemple. 

I. A^ et B^^, sont d'un mfime degri i en « ; alors n (n) se r^- 
duit i une constante co : 

r V 



et 



Mn)!",., + B,(«)r, + a>^^^,(,i)F_ = o. 
L'analyse que nous avons faite i propos des fractions compUmeniairts 
pent se rip^ter mot pour mot et si 

B^{n) = Bm* + B.m'-' + . . . , 
on est conduit i examiner T^quation 

Si Its modules des racines a,, a^ sorU inigaux (|a,| <^ |aj), 

lim^ = «:|['lim ( fH^) = ^x!^\ <^^* «««,"> 
or 

done 

lim|i?|<i, 
et il y a convergenu. 

48. Conditions d'igaliti des modules. 
L'^uation en a pent s'&rire 

(^w ^a)* + -7-f=- (l^t«) +1=0. 

Soit 

^t/j;^;C~ *' + / ~ 2\ x' + / -f-' x'+/ ;» 
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I'^galit^ des modules aura lieu sous condition que 

Py-\-Qx = o, 

II. Si 5j^, , Aj, sont respectivement de degr^ m etjfc en n, n(ii) 
sera de degri 2(k — m) et ce cas se ram^era au pr£c6dent, comme 
cela avait lieu pour les fractions compltmentaires. 

m. — Second et troieiime oas. 

49. Commc pour Ics fractions complfanentaires, si ^' 

tend vers Tinfini, il y a lieu de faire une itudc particuliire de chaque 

D 

C2ts. Si . ^l ^ tend vers ziro, il y a doute. 

IV. — Application. 

50. Revenons i I'^uation 

{ax. + b){c^ + d) ^^^ = (K + g)Z(0 + n(0 

et i son dciveloppement, d6(ini par les relations de recurrence 

^» u,., + 5».. t7. + n («) ^, I7._. = o . 

A ^... + B,^, r, + n («) ^, r._. = o , 

Bi^,=-\(2nac+p)[2acOi-{-i)+p]:i-^(ad+bc)[2n*ac+2(ac-\-p)n-\-p]-\-pq\y<, 

(2n-\-i)ac-\-p 
'^ [2(n-\-iyu-^p][2nac-\-p] ' 

, _ w(«flc +/')["(a<^ - ^ c> — ^;) + aq\[n(ad — k> — eg + /></] 
"''^~ (2uac-\-py 

Nous Savons 
1° que ce d^veloppement converge dans tons le plan de la variable 

b d 

;^, sauf sur le segment recdligne joignant les points d'affixes , ; 

2* que les relations de recurrence 
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oil 

«t»..,=tJ>^,(Y)=l(^™'+rt["'("+')+''l 

. . n{n ac — p)[«(tf d — be) a — bp-^a q][n {ad — bc)c — cq -{-/> d] 

°^''^- (^inac+py ' 

dfefinissent des fractions -jr^ repr&entant la fonction dans tout le plan 

de la variable :( sauf sur la coupure circulaire joignant les points trans- 
form£s de 

= —— =2 — — 

par rayons vecteurs r6ciproqueSy le pdle ^tant I'origine et la puissance 
^tant utiy le segment circulaire en question faisant partie d'un cercle 
passant par le point :( = o, mais ne contenant pas le point :( = o, ce 
qui le difinit sans ambiguit6. 

51. On pent retrouver ce dernier rtsultat direaement. 
On a en effet i itudier T^uadon 

^ ad — be a / , ad'\-bc \ , ad — be 

^ — 2 

et le rapport 



£.. _ J,. + £^,). + 



= o 






et Ton pent leur subsdtuer le rapport 

11 u 

R = -7-a- X —' 
et l'&)uation 



w u 



J , ad •\- be 
dc-\ -^ X. 

(^•)' - ^ ad + bc ^'"^ +1=0. 

Uigaliti des modules a lieu sous condition que 

N = o, — I <M< i; 

Rmid, Ckc Misttm. PtUrmo, t. XIX (1905). — Sumpato il 7 mario 190$. 31 
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si 



posant 



, ad 4^ be 
flc + — -f X. 

,^ . =M + Ni, 

^^ad — be ' 

^X 



ac = n. + n,i, 

ad — be =: 2p, + 2P-i, 
vient 

Vf _ (X. P. + /.. P,) (v* + y') + (". P, + Pj P.) ^ + (^. P. - ^, 9,)J 

X7 ^ (x, P. — X. P.) (*' + >0 + ('1. p, - ^. p.) ^ — (^. p. + n. pPy 

(^' + /)(p: + p!) 

Si I'on change ;( en — , les conditions 

— I <M<i, Ar=o 
deviennent 

P. P. 

_ , ^ (n ,.v - ii,y + x.)p. + (n,x - n,y + xJp, ^ ^ . 
— p' + p^ -" ' 

conditions qui, nous I'avons vu, s'interpr^tent comme il suit : le point ^ 
doit titre sur le segment rectiligne joignant les points d'affixes 

b d 

a c 

done les conditions 

— I < A/ < I , N = o 

Equivalent i celle-ci : h point ;( doit itre sur le segffunt circulaire tram- 
formd par rayons vecteurs riciproques du segment rectiligne prdcidtmment 
considerd, le pdle de transformation itant le point :^=: o et le module de 
la transformation itant un. En ce cas, el en ce cas seulement, la fraction 
continue considirie divergera. 
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TROISIEME PARTIE. 



EXTENSIONS DIVERSES. 

52. La mithode employte aux n°" 37 et 38 suppose simplement que 
les termes de 3 r^duites consicutives 

U U U 

r ' V ' V ' 

soient li^ par des relations de recurrence 

^(«). [/_ + £(«). £7, + C(«).t7_ = o. 

ou A{ri)y B{n)y C{n) sont des polyn6mes en w et :( qu'on suppose 

(n° 38) d*un m^me degri en n. 

Si i'^quation 

^(«) + 5(«).a+ C(fi).a'=o 

prtnd pour n infini la forme 

^ + 5a+ Ca' = o, 
que nous 6crirons 

il tie saurait y avoir doute sur la convergence de la fraction continue 
hors du cas oii les modules des racififs a, , a^ de utte dquation sont igaux: 
ce qui suppose les relations 5 = 0, p* <^ i. 

53. Souvent, la region oCi la convergence apparait comme douteuse 
est region de divergence. Nous I'avons vu i propos des fractions con- 
tinues de Laguerre et nous le verrons encore i propos de la plupart 
des fractions que nous allons itudier. 

J'observe : 

i^ Que sans doute il n'existe pas plus pour les fractions continues que 
pour les siries des caracttres absolus de convergence. 

2^ Que les aires de convergence douteuse que donne la vUthode sont 
fornUes pour Vorditiairc d*arcs de courbes, ainsi que le veulent les conditions 
ginirales 
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pour ce modfy Us fractions cotUinues riaUstnt en giniral le prolongmai 
analytique. 

f Que la representation par fractions continues introduit des coo- 
pures et renseigne par cela m£me sur les singularit^s des foncdons 
6tuditeSy ce que ne fait pas le mode de repr&sentanon le plus gfaiiral 
connu jusqu'ici, je veux dire le diveloppement en series de polyndmes 
de M. MriTAG-LBPFLBft. 

54. i^ Je rappelle id que les termes des r&luites -j^ d'une frac- 
tions continue 



^+— ^ 



*.+ 



«i 



v^rifient les relations de recurrence 

2^ Je ferai souvent usage de Tune des transformations que void 
On a identiquement : 

t ^p £i_. 

^ i+r 
appliquant cette identity i la fracdoa continue 

5 



F = 



.+-^ 



i" 



1 + 

il vient 



F=i 






I +5'" +5"' ^—^ 



fvicvn 



» + 
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appliquant la m£me identity i la fraction continue 



G = 



i" 



. i'" 
I + 



1 + 

il vient 



» + ^ ,+5. ^ 



i+5"+5"'- 



5"'5 



IV 



cvPvi 



1+ 



L — Les fraotions continues de Gauss *). 

55. Gauss a donni le d^veloppement 

I 



log(i +0 = ^ 



r + ^ 



1+ "^ 



«j = 7^ «♦ = ^t 

• • • 

et, en g£n£ral, 

n + I n 

cette loi n'&tant pas algibrique, nous ne pouvons appliquer notre mithode. 



*) Gauss, GtsammdU Wtrh$^ Tome III, page 125 et suiv. 
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Or, si / = — y on a, en gtntnl 
G = ? = l 



,-J M t-\ ^2 

lA ^t< I _J fi 

I H — p^— < + 



I + . ' I H- 



et. 


vu 


ridendti 

G = 

1 


I 




= 1 


+ ^o 








a. + X' 






' + «o- 












l + a 


.+ 






4 s 

• 



d'oii 



log(i + = log(i + -7-) 



I.I 



(1) \ ' + T -J^ 

6.10 



'+-'-+^- 



6 ' 10 -i-4-J- 

' 10 ' lO 

I • 

1 • 

ICl, 

1^ 2.2 3 3 

"'" 2.6' '*'~~67o' "♦"" 10 "17' ••• 
d'od 

^--0 + T)^> + (4«-2K4n + 2) ^- = ^' 

^.*. - (' + t) '^^ + (4«— 2)(4«+2) ^-' = °' 

Rappelons, »n« fois pour toutts, h suite des cakuls. 
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Je considdre la s/trit 

qui converge et diverge en m£ine temps que ia suite des r^duites. 
Si le rapport 



~ u, r,_, - t/... F. ^ v^, r. - (4« - 2)(4« + 2) F.^, r. ' 

oil les fonctions ^,^., , F^, F^_, sont lites par la relation 

^--' ~ (^ + t) ^« + (4n-« 2)(4n + 2)^-« ^ ^ 
ou 

(^t^^Wt) X :fe X % - (' + i) J^ + ■ = "• 

tend vers une limite moindre que un, il y a convergence. 
Or, si les modules des racines de I'^quation 

(2) ^«'_(, + |)«4.,=o 

obtenue en faisant n infini et -7^ = -^' = a dans Tiquation prtei- 

dente 5aw/ inigaux, la limite est moindre que un, il y a convergence. 
Si ces modules sont igaux, ce qui nicessite que T^quation 6tant icrite 

a' — 2(/) + ?0* +1=0 
on ait 

? = o, />'<!, 

et seulement dans ce cas, il y a doute sur la convergence. 
Dans le cas pr&ent, Tiquation en a pent s'icrire 

et les modules des racines de cette Equation sont ^ux en m^e temps 
que les modules des racines de T^uadon (i). II y a done doute sur 
la convergence quand 

ce qui donne lieu aux relations 

> = 0> — I < a I a + I < I 
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et cela a lieu si la variable :^ a une valeur ridle nigative moindre que un: 
Le point :(^= — i £tant point singulier pour la fonction 

la coupure est lieu de divergence certaine et la fraction continue (i) ^^ 
prisente la fonction dans tout le plan de la variable :(, sauf sur la coupure 
allant sur Ox du point — i ^ — oo . 

56. Gauss a donn£ aussi le diveloppement 
(3) logi+^ = ^^- 

^ 1 

X ^ 



2.2 , 

1 



H^ 



44 _. 



I — 



Ici, 

(« - ly 



" (an — 3)(2n — i) ' 



et nous avons d ^tudier T^quation 



+ ^ It 



(2«— l)(2«+l)^* -^' 

que nous ^crirons 

(2« _ i)(2n + I) V 2 j - :t \T; + ' - ^> 
et qui devient i la limite 

La r^ion de convergence douteuse est difinie par les relations 

> = »' -'<?^<^ 

o£i 

^ = 0, — x*<x<x'c.a.d.x(x— i)>o avec x(x+i)>o 
ct comprend la partie de Taxe des x ext^ieure au segment — i, + 1. 
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Les points — i) -f~ i ^tant points singuliers logarithmiques de la fonction, 
la region de convergence douteuse est region de divergence certaine et 

La fraction continue (3) reprisente la fonction log ■■ 'Ti' ' ^ dans tout 

le plan de la variable 7i, sauf sur les coupures allant sur Ox du point 
-^ I au point -{- 00 et du point — 1 au point — 00 . 

57. Ces fractions continues dirivent d'une fraction continue beaucoup 
plus g^n^rale donnte par Gauss et que je vais maintenant ^tudier. 

reprisente la s6rie hypergiotnitrique. Gauss a montri que la fonction 

F(«, P. Y, 
admet le diveloppetnent en fraction continue 

(4) = ? 

i + — M 

1+— M 



1+-^^ 



1 + 



«j^ 



1 + 



oii 



— "• = 



«(Y-P) 
Y(T+0 



(P+0(Y + «) 
■~ (Y+0(Y+2) ' 



^ _ (» + 0(Y + i-P) ^ ^ (P + 2)(Y + 2-«) 

'~ (Y + 2)(Y + 3) ' ' (Y + 3)(y + 4) 

^ _ (» + 2)(Y + 2-P) ^ ^ (P+3)(Y + 3-«) 

*~ (Y + 4)(Y + p) ' '" (Y+5)(Y + 

et, en g^n^ral, 

_(i±iiiKiz!±iii) 

(Y + »-0(Y + «) 



cos 



(P+-7)(Y-«+^)sin^ 

"*" (y + «-0(y + ") 



Rmi, Cift. MMtnu PdUrm; t. XIX (1905). — Suapato il 9 nuirxo 1905. 
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La forme transcendante de cette expression ne nous permet pas 
d'eniployer la m^thode indiqu^ et, pour ce motif, nous allons transfor- 
mer la fraction continue. 

On peut fccrire, en posant / = — , 
G = '- 






1 + 



'+— ^ 



1 + 



«, 



' + 



et, vu 



t H 2— = < -h a, * ' 



i+A~ ' ' -. + ^' 



G = 






« + «.+«. ^ 



a a 
4 $ 



< + «, + «4 — - 



d'oii 

^ ^ _ (g + « - 2)(y - P + » - 2)(p + » - i)(y- a + H - i) 

(Y + an — 4)(y + 2« — 3y(Y + 2« — 2) 

/J = , _ ((^+ »-i)(Y -a + «-l) _ (« + H-i)(Y-fi + n-i) 

" (Y-f-2w — 3)(y + 2m — 2) (t + 2" — 2)(Y+2n — 1) 

avec 

y —BV—AV =0 

OU 

— i<^a*— fi^a+i =0, 
ce qu'on peut icrire 

-.*-*.(fy-4B.(f) + .=o. 

Passant i la limite, 

(T)'-{'-i)(f) + '=- 



SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGtBRIQ]aES. 2$! 

Les conditions d'^galit^ des modules sont 

y = o, — I < — r-i — 1 — I < I : 

X -^ y 

le point :^ doit se trouver sur la partie de Taxe des x situie (1 drai/^ 
du point un. Le point :f = i ^tant le seul point singulier de la fonction, 
\a fraction continue transformie reprdsente la fonction dans tout le plan, 
sauf sur la coupure allani du point x ^= i au point x =qo, 

58. Si dans la formule (4) on fait {i = o et qu'on change y en 
y — I, Tidentiti 

^(«> o, Y, = I 

montre que le ddveloppement donn6 devient celui de la fonction 

Q diveloppement est done valable dans tout le plan, sauf sur la 

coupure + i, +oo* 
Cas particuliers : 

done 

ei le diveloppement correspondant sera valable dans tout le plan, exceptie 
la coupure indiquie. 

2° II en est de m£me des fractions continues 

19 I 



1° 



. + f(3..,i,.)' G(i-.J-. !-,,)■ 



2 

rencontrtes par Gauss dans sa « Theoria motus corporum ccdestium, etc. », 
3° La fraction continue 



^(^> i + ^ — I, i, O 

itudite par Tisserand *) converge dans tout le plan de la variable ^ sauf 
sur les segments -{- i 4-}-oo, — i A — co de Vaxe des x. 



*) Tisserand, Micanique ciUste, tome I, p. 283. 
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II. — Le8 fractions continues de Lagrange. 
59. Lagrange a dotxjxt le diveloppement de la fonction 



^(0=fr^ ^ 



+^ . + _«i 



5,f 



1 + 



1 + 



oil 






"i*— (a,-|-i)(2w-)-i)^' S — (2w + i)(3a>-f-i)^ ' 

f - (3")' P _ (3<*+0' 

^"""[(2n— l>4-i](2wo+i)^ ' '•"*• — (2«a>+i)[(2i«+l>>+ip- ' •••' 

usant d'une transformation d^ji tmliqu^e, nous icrirons oette fraction 
conanue 



X.— 






atf 
7 



i + (5,+5X-^^ 



= ^+ 



*.+ — ^ 
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et nous aurons ici 

(5)^ •*' [2(«-i)a.+ l][(2n-l)a.-|.i]'(2»« + l) 

"*' k''^[(2«-i>H-ijr(2«"+i)]^(2««-+l)[(2n+i)H-i]r 

L^jw 2 J^ ' 16^ ' 

6crivant cette demise Equation 

(f)-^[r»+-](f)+'=°' 

si 

— + I =P + ?^ 

les conditions de convergence douteuse seront, comme k I'ordinatre, 

? = o , p' < I . 
Nous allons examiner quelques cas pardculiers. 

60. I® 0) = I 

^(O = iog(i+0, 

2;c 2iy 

convergence douteuse sur la coupure allant du point — i i — oo: la 
fraction continue (5) repfdsente la fonction dans tout It plan, sauf sur la 
coupure allant du point — i i — 00. 

Z(0 = arc tang ^, 

Si )' = Oy />' ne peut toe moindre que un. 

Si X = o, la condition />* <C i s'&rit (j — i)(y + i) > o: la 
fraction continue reprisente la fonction dans tout le plan, sauf sur la partie 
de Vaxe des y extirieure au segnutA ± f . 
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62. 3** w = 3 
, •_ 2 , _ 2(x — f)^)^ , _ 2(x^— 3^/) I I y — 3^'> 

la condition q =: o suppose 

^ = o ou y^ — 3 X* = o. 
Si y = o, la condition />* <[ i donne 

— I <-^ + i <i 

X 

ou 

JC < — I . 

Si )p' = 3 X*, la condition p^ <C i s'Acrit 

x>o avcc x(8x^ — i)>o. 

Les coupures suivent Its droites )' = dl x^; elks votti des points 

i 

singulicrs 7^ = V — i A I'itifini. 

Le divtloppenuni rtprisenU done la fotution dans tout le plan, sauf 

sur les irois coupures difinits. 

63. On peut trailer directement le cas de « = 2 : 






arc tang ;(^= 





I' 




1+ 


1-3 
4^' 




] 


^+ '■' 


n* 




i+— 


5-7 




1 + 


7-9 

. L 



Ici 

a =_Jllli)!^L_ 
(2n — 3)(2n — i) ' 

et il est inutile de transformer la fraction continue. 
L'iquation en a est 

I — a — -i-a* = o. 
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Nous l*4crirons 

(i'«y-^ir(^'") + - = ° 

et sous cette forme on retrouve les coupures allant des points ii i 
I'infini, suivant Taxe Oy. 

La fraction continue rtpristntt la fonction dans tout le plan, sauf sur 
les coupures joignant d'une part le point -j- i au point '\'Co de Vaxe des 
y et d* autre part le point — i au point — co du mttne axe. 

64. On peut itudier dirutement encore le d^veloppement 



0)* — I ;(* 



i+(i-«)^+ 



1-3 


4 


1-4-^4- 


3-5 4 


^+ 2 + 

T -i- 


K. , 5-7 4 



Ici, 



* ' 2 






6) -n ^_5^ 



(2fi— i)(2n+i) 4 
et r^uatioQ en a s'icrit 



I 
ou 



eT)'-('+l)tCf) + -=- 

(^)"-Kf+-)ef)+-=- 

i> diveloppement reprisente la fonction dans tout le plan, sauf sur la 
coupure suivant Vaxe des x allant du point — i au point — oo . 

65. fitudions enfin le diveloppement de la fonction Z{x^ virifiant 
r^quation difii&rentielle 



as6 
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z(X) = 



I — 



a>:( 



a> ~ n 



1 + 



CD 4- n 



1 — 



a> — 2n 



1 + 



6) + 211 



I — 



w— 311 



1 + 




(Pig' ^y 

La transformation que nous avons. d6ji employee donnera lieu i 
r^quation 

a" 4- 2^-^+ rja— i =0, 

qu'on 6crira 
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et nous avons i 6tudier Texpression 

il faut done, pour la convergence, que 

X* + y* + ** = ^ 
avec 

ce qui suppose la coupure circulaire figur^e ci-joint : 

Le diveloppemeni converge dans tout le plan, sauf peuUitre sur la coupure. 

Lille, 26 novembre 1904. 

R. DE MONTESSUS DE BaLLORE. 
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I SISTEMI CICLICI NELLO SPAZIO EUCLIDEO 

AD n DIMENSIONL 

Nota di Umberto Sbrana, in Pisa. 



Aduiunst del %$ diccmbre 1904. 



Un sistema oo"~' di cerchi in uno spazio euclideo ad n dimensioni 
dicesi ciclico, quando esistono oo' ipersuperficie norniali a tutti i cerchi 
che lo compongono. I sistemi ciclici cosi generalizzad sono stati gii con- 
siderad dal Darboux *). la questo lavoro viene risoluto, con un metodo 
che ^ la diretta estensione di quello che serve per io spazio ordinario, il 
problema della determinazione di tutd i sistemi ciclici normaU ad una 
data ipersuperficie^ e si ottengono altri risultad avend relazione col pro- 
blema stesso. 

Sistema di equazioni a derivate parziali da ctii dipende la 
determinazione di tutti i sistemi ciclici normali ad una data 
ipersuperficie. 

I. Un sistema oo"'' di cerchi sari analidcamente individuato quando 
sieno dad in f unzione di w — i variabiU indipendenti u^, u^y ... u^^ : 
le coordinate y^^ y^y ... y^ del centre del cerchio generico, i coseni di 
direzione «,,«,,... a^; 1^,, {i,, ... P„ di due orientazioni ortogonali 
giacend nel suo piano, e il suo raggio R. 

Se indichiamo con 5,, 5,, -.• $„> le coordinate del punto, inter- 
sezione del cerchio con la semiretta, passante pel centro, e che forma 
con la orientazione (a^, a^, ... a^) un angolo t, avremo : 

(0 5. = yi + i?(«. cos I + p. sen (i= i, a, ... n). 



*) Darboux, Lemons sur les sysUmcs orthogonaux et i$s coordonnUs curviligms, 
Tome I**, pag. i8i. 
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Pensiamo / funzione di «, , w, , ... tt^_, ; allora le (i) rappresentano 
una ipersuperficie del nostro spazio S^. Affinch^ tale ipersuperficie sia 
normale agli oo"~' cerchi, sard necessario e sufliciente che la funzione t 
soddisfi alia relazione: 

Avendosi : 



la precedence si trasforma nell'altra: 

Sostituendo in quest*ultiraa le espressioni delle sommatorie: 

ottenuti dalle (i) con semplice calcolo, troviamo per Tincognita / Tequa- 
zione ai differenziali totali: 

Le condizioni di illimitata integrabilid per questa equazione sono sod- 
disfatte identicamente in /, m, , u^, ... u^_^ , allora e allora soltanto che 

lo sieno le seguena ^-^ ^-^ : 



m 



"[Ai^^'^) ~ ^.{^''^) 



+s^,|Ss.,|M-s.,^s^,|JJ 






*) Col simbolo Q indicheremo una sommatoria da i ad n, col simbolo ^ una 
sommatoiia da i ad n — i. 
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« I +s.,|f;si>,|^-s.,|^sp,|?j 

essendo (/m) una conibinazione qualsiasi degli n — i indid i, 2, ... n — i. 
Infatti si vede facilmente che tali condizioni sono: 

(4) Am + 5/«. sen t + C,. cos i = o, 

essendo Aj^, fl,^, C,^ rispettivamente i primi membri delle (3); ora 
affinch^ queste sieno soddisfatte idendcamente rispetto alle variabili 
t, u^y u^y ... tf^, y iy mamfestamente^ necessario e sufficiente che siano 
soddisfatte le (3). Se poi le (3) non sono soddisfatte, potri darsi che 
vi sieno, al piu, due forme distinte della funzione / soddisfacenti alle (4) 
e alia (2), quindi due ipersuperficie, al piji, normali al sistema di cerchL 

Se di tali ipersuperficie normali ve ne sono tre, le (4) sono kien- 
ticamente soddisfatte, e la (2) i illinntatameate iacegrabile. Possiamo 
dunque concludere che: 

Se esistono ire ipersuperficie che tagliano ortogonalmente un sistema 
di 00*'* cerchi, ne esistono necessariamente 00' , e il sistema t quindi ciclico. 

Se nella (2) prendiamo per funzione incogniu anzich^ /, A=tang — , 

2 

I'equazione assume la forma di Riccati: 

i 

percui, ricordando come quattro soluzioni pardcolari di quest'ulnma, ab- 
biano rapporto anarmonico costante, e tenendo conto del significato geo- 
metric© di A, potremo enunciare il seguente teorema: 

Ogni ccrchio di un sistema ciclico t segato da quattro determinate 
delle 00' ipersuperficie normali in quattro punti, di rapporto anarmonico in- 
dipendente dal cerchio considerato. 

2. Abbiasi un sistema ciclico c si consider! un'ipersuperficie S nor- 
male, la quale supporremo che sia a linee di curvatura coordinate; che 
sia cioi possibile riferire i suoi pund ai sistemi di valori di n — i pa- 
rametri u, , w^ , . . . u^_^ , in modo che lungo una Unea di curvatura uno 
solo di quesd vari, e gli altri si mantengano costantL Sieno 

X K,du^du,y Z^r,^«*r^«*. 

ft r.t 
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le due forme differenziaH fondamentali di §, essendone la prima Telemento 
lineare. Se i?, , U^, ... i?^_, indicano gli n — i raggi principali di curva- 

tura di S > 1^ ^^^ ^^^^ ^ curvatura sono cosdtuite da n — i schiere, 
di cui la iesima soddisfa al sistema seguente di equazioni differenziati : 

(5) Z(^, — Ri^rs)^^, = o (^« I. a, ... fl-X). 

Quando si prendano per parametri u^y u^y ... u^_, quelli indicati al 
principio del presente paragrafo, il che equivale ad assumere per linee 
coordinate le linee di curvatura, risulta: b^^ = o per ry6s; t noto infatti 
come due linee di curvatura di schiere diverse, e partenti da uno stesso 
punto, sieno fra loro normali nel pun to stesso. Ci6 posto, dalle (j) risulta 

L 

poi che &: %, = o per r^^s e: U.. = -^. Indichino X^, X,, .•. X^ 

i coseni di direzione della norniale ad S > Q^l ^^^ punto : x^ , x^ , ... x^. 
Riferendoci a parametri qualsiansi, sussistouo le note *) equazioni: 






(6) { \J :, (r,i = i, a,. ..«-!), 

alle quali soddisfano le n coppie di funzioni: (x,-, X.) per t^ i, 2, ... n. 

In queste equaaoni i simboli J , J sono quelli noti di Christoffel; e la 

Bjjp^ indica il complemento algebrico di bj^ nel determinante deile b, diviso 
per questo determinante. 

Se assumiamo per parametri u quelli pardcolari gii sceld, le prime 
delle (6) dinno luogo ai seguenti due gruppi: 

il simbolo Z' volendo significare che ad / si devono fare percorrere 
tutti i valori da i ad n — i, escluso r. 

Dalle seconde delle (6) si deducono poi le altre: 

/o\ ^^ I dx 



*) LuiGi BiANcm, Geomitria iigtrmiidU, voL 1, pag, 46a ; torn. (il;» (i^). 
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Indichino X*** , X^*^ , . . . X]^^ i coseni direttori dcUa tangente alia 
linea w^ di § nel punto (u^y u^ , • . . u^,), avremo : 

y(A) _ i_ dx^ y(4)_ i^dff^ Y(*) _ ^ ^•^- 



Le n coppie di funzioni: (x^, X|*') per i = i, 2, . . . n, soddisfano 
evidentemente alle relazioni s^uenti: 

ax'*'_ I dVb^ dx I a'x 

a«. - A„ a». a«»+ »/i;7a«»(i«. ^'^^'^ 

le quali, quando si tenga conto delle (7), si trasformano nelle altre: 



(9) 






3. Consideriamo il cerchio del sistema passante per il punto 
P^(Mj, Uj, ... M,_,) di S- II suo piano segheri Tiperpiano tangente 
ad S it^ ^ secondo una retta, sulk quale, ad una distanza eguale ad R 
da P, si troveri il suo centro 0. Sieno a^ , a^ , ... a^_^ gli angoli for- 
mati dall'orientazione che va da P ad 0, rispettivamente con le linee 
coordinate: m,, u^, ... u^_^ uscenti da P; i suoi coseni direttori: ^^j, 
(39^2 > • • • ^n y saranno espressi come segue : 
JB . = cos a. X;^^ + cos «, XS'» + ... 4- cos a,_, X'r'' • (i = i. a. . . . 1.) 

Le coordinate y^, y^y • • • >« ^^ ^ saranno dunque date dalle for- 
mole : 

(10) :y,=x,+/?(cosa,Xl"-t-cosa,X<"+ ... +cos«._.X<-") (i=,, a. ... -). 

Nelle (i) le due orientazioni, aventi rispettivamente per coseni di- 
rettori a., fi. per i = ly 2, ... n, sono ortogonali e giacciono nel piano 
del cerchio, ma non debbono soddisfare ad altre condizioni; ci sari quindi 
lecito il prendere a . = ^ . , ^. =l X. . 

Tenendo conto delle (10), (9) e delle altre: 

Sx,x;.'> = o, S(xr)' = i. Sx', = i, 

i i i 

con semplice calcolo si trovano le s^uend: 
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avendo posto b^ = b^,, . Sosdtuendo nella (2) i valori cosl trovati delle 
sommatorie che vi compariscono, essa diviene la segueate: 

(11) <i< = XL(-^<=os«j+-i-^jsent — -^cosaj(i+cosOj</«i. 

Facendo la stessa sostituzione nelle (3), esse si riducono alle seguend 
^ (b— i)(n — 2) . 
2 

d ( VK,cos<i \ d ( Vb;cosx\ _ 

-I L_!- cos a„ COS a, Ij T.)^ 

Le prime delle (12) ci dicono che I'espressione : 

i un differenziale esatto, dimodoch6 potremo porre: 

^^^^ R -"■ + du/ 

essendo ^ un*opportuna funzione di t*, , u^ , ... u^_^ . 
Fra i coefficienti delle due forme fondamentali 



r.s 



di un'ipersuperficie, sussistono le equazioni di Codazzi *), che sono le 
seguend: 

(a, p, Y = I, 2, ... If — I). 



*) LuiGi BiANCHi, L c, vol I, pag. 462; form. (II). 
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Avendo scelto per la S ^ parametri u nel modo pardcolare detto, 
quelle di queste equazioni, che corrispondono ad a = ^ ^ y, dinno 
luogo alle altre: 



(^J 



db^ I db^ ^ 

= 0, 



le quali si vede facilmente essere equivalend a queste: 

_ 1 dyb^ (a, Y = I, a, . . . »i — I) 



(M) 




du^ R^ du^ C«?^t)- 



4. Se per una certa coppia (/, m) di indici si avesse : R^ = R^ = cost., 
allora la seconda delle (12) corrispondente sarebbe identica con I'analoga 
fra le prime. Siccome noi supponiamo che S ^^ un'ipersuperfide gene- 
rica, cosl questa particolariti non si verificheri. Introducendo allora nelle 
seconde (12) la funzione ^^ per mezzo delle (13), si ottengono dapprima 
le seguenti: 

Dalle (14), essendo Iz^m, seguono le altre: 

d 



Uil^/j I \ aiogi^ 

d»« V«„ Ri) d»- 



d 



UJ^ (t I 



\dlog|^ 



a«, U. Rj du, 

Tenendo conto di queste ultime, e, supposto, ci6 che t ledto es- 
sendo S generica, che. per nessuna coppia di indici (/, m) si abbia iden- 
ticamente R^ = R^^ le precedent! assumono la forma che s^ue : 

, _x d'^ _ diogVbi d^ aiogv^a^/ am = x, 2, ... .-.i) 

La funzione ^ 6 dunque un integrale del sistema di ^^ — 

equazioni a derivate parziali del secondo ordine, lineari, (15). Inversa- 
mente, assegnata Tipersuperfide iniziale S > ^ determinazione di tutti i 
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^■^""^^■^i^""!*" 



sistemi ciclici ad essa normali dipende dall'mtegrazione del sistema (i5)» 
poich6 ogni integrale di questo individua perfettamente un corrispondente 
sistema cicUco. 

Per verificare ci6, basta osservare le (13); da esse deducesi che ^: 

j_ ^j_/diogj|y . 

06) s R a log I (*_ I, »,...»- 1) 

ebbene il sistema 00*"* di cerchi normali ad S > corrispondente a questi 
valori degli a^ e di if, 6 un sistema ciclico poich6 per esso le (12) ri- 
sultano soddisfatte. 

Le condizioni di compatibility per il sistema (15) sono le seguend: 

du-dui yy dui du. ^ du. du, 

per i, Jfc, / = I, 2, ... n — i, essendo :i^k^l\\t quali, introducendo 
i simboli a quattro indici di seconda specie di Riemann, possono anche 
scriversi come segue: 

(17) \ik,kl\, = o (tV*7^0. 

Come h noto, in generale, sussistono fra i coefficienti delle due for- 
me difFerenziali fondamentali di un'ipersuperficie le equazioni di Gauss *) 
generalizzate, che sono queste: 

essendo (aS, ^^\ il simbolo a quattro indici di prima specie. Da queste 

equazioni, fatto a = i, S = fc, ^ = i, y = /, coi parametri u gi4 sceW, 

si traggono le seguenti: 

(it, */) = o (i^k^l). 

le quali, poich^ si ha: 

si riducono alle (17), ossia alle condizioni di compatibiliti del sistema 
(15), le quali sono dunque soddisfatte. 

Segue da ci6, per un noto **) teorema sui sistemi della forma (15), 
che il sistema stesso ammette un integrale con n ~ 1 funzioni arbitrarie 



•) LuiGi BiANCHi, I. c, vol. I, pag. 46a; form. (I). 

••) Darboux, Li^ns sur la thiorie ginirale des surfaces, IV* Partie, pag. 270 
c scg. 

RmU, Cift, UiU§m, PmUrwt€, t. XIX (1905). — SumpAto I'll mArio 1905. 34 
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di una sola variabile, e cio^ : una funzione della sola u , , una della sola 
u^ e cosl via. Ci6 posto, dalle (i6) risulta che tutd i sistemi ciclici, nor- 
mali ad un'ipersuperfide assegnata, dipendono da n — i funzioni arbitrarie. 
L'equazione differenziale da cui dipende la determinazione delle iper- 
superficie normal! al sistema ciclico, corrispondente all'integrale ^, si ot- 
terri dalla (ii) tenendo conto delle (13), ed i la s^uente: 

Prendendo per nuova funzione incognita A = tang — , quest'ul- 
tiina si trasfonna nell'altra: 




la quale d lineare in A, e integrata ci di: 

essendo C una costante arbitraria. 

Sistema tf^° ortogonale relative ad un sistema dclico. 



5. Poniamo: 



w 



relazione equivalente alle » — i seguenti: 

Le (i), con la scelta fatta nel § 3° delle due orientazioni a,, e p. , 
tenuto conto inoltre delle (10), divengono: 

(20) 5, = x, + i?JB, + i?(JB,cos/ + X,senO (t = i. 2, ... «). 

Sia poi 

Telemento lineare sferico relativo allHpersuperficie S. Dalle (8) si deduce 
facilmente essere: 

L 

b'„ = o per fy^s; K. = -^> 
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dimodochS posto b'^^ = b[ sari: 

Le (8) possono manifestamente scriversi cosl: 

Y(i)_ L^» . 

' ~ Vb:du/ 

poichd d'altra parte le (i6) e le (19) ci dinno: 

cosi avremo: 

avendo posto neirultima espressione Tapice al simbolo di parametro dif- 
ferenziale misto, per indicare che t preso rispetto alia forma: ^b[du]. 

s 

Le (20) assumeranno la forma seguente: 

Consideriamo la (18); essa, posto C=^u^ assume la forma seguente: 

Esprimendo nelle precedent! cos t e sen t in funzione razionale di 
tang 7 1, si trova: 

le quali, posto: 

^ » _ fl 

* i+^K + W')' 
divengono le seguenti: 

(21) g^ = x, + e(u,+ jr)x, + ev'(x,, fv) (, = i,a, ... «>. 

La prima delle (16), tenendo conto delle (19), diviene: 

Iji — ^a ^i w^ 
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ove I'apice al simbolo di parametro difierenziak prinio indica che questo 
deve essere preso rispetto alia forma : ^b[d u] . 

Sosdtuendo il valore cosi trovato di R* nell'espressione della fun- 
zione 6 ora incrodotta, troviamo : 

(22) _a+-|-A:jr + («.+ »'y = o. 

6. Darboux ha dimostrato un teorema *) che, conservando ai sim- 
boli il significato fino a questo punto lore attribuito, pu6 enunciarsi nd 
modo seguente: 

a Integrate in modo generale il sistema di equazioni a derivate par- 
ziali (i 9) rispetto alle funzioni incognite ^ e ^, se si risolvono rispetto 
ad u,, tt,9 . . . M^ le n equazioni 

- -^^S(5. - '.r + 8^.(5. - ^.) = o 

(23) { aW'o/r VI c^^.vr n fi^r , 

- a^sa. - ^y + S a-;a. - ^.) = (*='• =»' - — ) 

ove ^ c fV indicano una coppia di soluzioni del sistema (19), le espres- 
sioni cosl trovate di 1*, , u, , ... u^ , in funzione di 5, > 5, , ... 5, , definiscono 
un sistema n"*"^", ortogonale dell'iperspazio generato da $, , S^, ... $^. 
Uelemento lineare di quest'ultimo assume, nei parametri u, , u^ , ... u 
la seguente forma: 

A— V 

ove 6 ^ la funzione definita dalla (22) ». 

L^ (^3)> posto S(5i — ^iY := 2^6, possono scriversi cosl: 



«> 



Queste risolte rispetto alle differenze : 5, — x^y^^ — x,, ... ?. — x., 



*) Darboux, L^^omj sur Us sysUmes orthogdnaux, etc., Tome r% pag. 181. 
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ci dinno: 

(21)* 5, = *, + e («. + jT) X, + e t' (X, , w). 

Tenendo conto di queste uldme, si vede subito che la funzione 
ora btrodotta soddisfa alia (22). 

Nel sisttoia yj"P^° ortbgonale dato dal teorema di Darboux le 00""' 
curve u^ sono cerchi, come fisulta dalle (23). Questi cerchi, essendo 
tagliati ortogohalment(! dalle ipersuperficie u^ = cost., costituiscoijo im 
sistetna ciclico. 

Fra le ipersuperficie u^ = cost, vi 6 k § , il cui punto generico ha 
le coordinate jc. ; essa cdrrisponde al fare u^ = 00. 

Infatti dalla (22) risulta che: lim6(tt^-f- JT) = o, quindi dalle 

(21)* segue, che per u^ = 00 t: ^^ = x^. 

Osservando ora come le (21)* coincidano con le (21), alle quali 

siamo giunti partendo da un qualsiasi sistema ciclico normale ad S , ne 
concludiamo che i sistemi ciclici dad dal teorema di Darboux sono tutti 
i possibili, soddisfacenti a quest' ultima condizione. Ad ogni sistema ciclico 
h adunque legato un sistema n"^^° ortogonale; una delle n famiglie di 
persuperficie di quest'ultimo i quella delle 00' ipersuperficie nonnali al 
primo. 

m • It 

Sistemi ddid e rappresentazione sferica. 

7. G>nsideriamo le equazioni: 

09) d7, = ^'Jir, (* = i.a.. ..«-,). 

Eliminando tra queste la funzione fFy si ottiene per ^ il seguente 
sistema : 

d 






il quale, tenuto conto delle (14), fadlmence si vede essere identico al 
sistenu (15). Se invece dalle (19)* eliminiamo il*, e teniamo conto delle 
(14), vediamo come fV sia un integrale del sistema seguente: 

^ ^^ oUiOU^ oUf^ au. * ou. ou^ 

Risulu di qui che rbtegrazioae del dstema (^5) si ridace 1 q[uella 
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delPanalogo (25). Da qiiest'ultimo dipende la ricerca di tutte le ipersu- 
perficie, che hanno per elemento lineare, sferico, rappresentadvo il se- 

guente: ds'* = ^b'.du] *). 

i 

Possiamo dunque dire che: 

II probletna della determinazione dei sistemi dclici normali ad un'i- 
persuperficie S ^ equivalente a quello della ricerca di tutte le ipersu- 
perficie, che hanno lo stesso elemento lineare, sferico, rappresentadvo 

diS. 

Per studiare piii da vicino la relazione esistente fra quesd due pro- 
blemiy premetdamo alcune considerazioni reladve ai sistemi oo"~' di rette 

dello spazio S« • 

Un tale sistema lo potremo individuare cosi: Dare le coordinate 
x\ , x[, ... x^ del punto P di ciascuna retta, comune ad una ipersuperficie 
iniziale X > ^ ^ coseni direttori X, , X^ , ... X^ di questa, in funzione 
delle coordinate curvilinee di P su ^ . AUora le coordinate di un punto 
posto sulk retta, e avente Tascissa p rispetto al punto x[ , x^' , ... x|, , 
saranno cosi espresse: 

(26) $. = x; + pX. (i= I, 2, ... «). 

Ricerchiamo se vi sono delle curve su ^ tali che le c»' rette del 
sistema, passand pei punti di una di esse, cosdtuiscano una sviluppabile. 
Dalle (26) ricaviamo che lungo una tale curva debbono essere soddis&tte 
le equazioni: 

essendo "k un fattore infinitesimo. 

Introduciamo le seguend notazioni: 

(27) { ^ , .y (i,*=i, a. ...•-0 

•'~9d«.. d«t ' 

notiamo che, in generate, non sari : a^^ ■=. a^^ . 

Moltiplicando le ultime equazioni ordinatamente per: 



du.' d«,. ' d«,. 



*) LuiGi BiANCHi, L c, voL I, pag. 481. 
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c sommando, col tener conto delle (27), otteniamo un'equazione, la 
quale per ; = i, 2, . .. n — i, di luogo alle seguenti: 

(^M + P^m)^". + (^.a + P^,a>«a H h (^,,«_, + P^,,^.y w.-, = o 

(^a, + P^a.)^", + (^aa + P^aa)^"a H F" (^a,«-. + P^«-i)^^«-. = ^ 

(28) 

(^-i,, + P^«-.,,)^«*, + (^«-,,a + P^«-.,a)^^a + 
h (^»_,,»^, + P^«_,,^,)^^«., = 0. 

Da queste risulta che p deve essere necessariamente una radice del- 
Tequazione algebrica di grado n — i in p: 

^.i + P^.i ^'a + P^,a • • • ^.,—1 + P^i,n-, 
^a, + P^ai ^aa + P ^aa • • • ^a,i.-, + P^a,n_, 



= O. 



11—1,1 "T" r'^n— 1,1 **»— i,a "1 P^ii— i,a • • • ^n— 1,11— I l" r ^i»— 1,11—1 

Inversamente, per ognuna delle n — i radici di quest'ultima, il si- 
stema di equazioni differenziali (28) ci di un sistema oo*~* di curve 
dell'ipersuperficie 2, a ciascuna delle quali corrisponde una sviluppabile. 
Naturalmente, ove la radice p^^ che si sosdtuisce in (28) sia imroaginaria, 
le sviluppabili del sistema corrispondente sono pure immaginarie. Possia- 
mo dunque dire che: 

Le rette di un sisiema oo"~' si possono sempre distribuire in n — i 
sisUmi costituiti da oo""* sviluppabili (reali, od immaginarie) y ciascuno. 

Sopra ogni raggio del sistema i punti aventi per ascisse p, , p^, ... p^_j , 
sono quelli nei quali esso tocca gli spigoli di regresso delle n — i svi- 
luppabili che lo contengono. 

Supponiamo che si abbia : c-^ = per iy^k. Allora dalle (28) ri- 
sulta che : Condi^ione necessaria e sufficiente, affincbt le sviluppabili del si- 
stema corrispondano alle linee coordinate w, , u^, ... 1*^, di 2, t che si 
abbia : a.^ = a^^ = o per i ^k. 

Si diri che un sistema oo"~' di rette h normah, quando esista una 
ipersuperficie, e quindi 00' , che siano normali a tutte le rette del sistema. 

Evidentemente, la funzione p di u^ , tt^ , . . . u^_^ da sostituirsi nelle 
(2^, affinch^ queste ci dieno un'ipersuperficie normale al sistema, dovri 
essere tale da soddisfare alia relazione: 

ossia, poichi hi 
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alia seguente: 

i 

Quest'ultima, ponendo: 

5X.^= Fj^ (* = i, 2, ... « — iX 

pu6 anche scriversi cosl : 

h 

Le condizioni necessarie e sufficienti, affinch^ quest'uldma sia sod- 
disfatta da una funzione p, ossia afHnch6 il sistema di rette sia normale 
sono le seguend: 

du. dtfj ' 

che ci dinno le altre, equivalenti : a^^ = a^. . 

Quando quest'uldme risuldno soddisfatte, il sistema h normale, e, 
le oo' ipersuperficie ad esso normali si ottengono ponendo: 



^ = -fj_V,du,-\.C, 



con C costante arbitraria. 

8. Riprendiamo le nostre considerazioni siii sistemi ciclid. 

Sia S, un*ipersuperficie avente Timmagine sferica delle linee di cur- 
vatura comune con S- L^ normale ad S, *^^ ^^ suo punto P' incontreri 
Tiperpiano tangente ad S ^^^1 punto corrispondente P, normalmente in 
un certo punto Q^(^x'^. Se diciamo A^y A^y ... A^__^ le coordinate 
di Q rispetto al sistema di assi cosdtuito dalle tangend alle linee coor- 
dinate di S passanri per P, avremo : 

(29) x; = X, + ^A^Xt^ (i« I, 2, ... »). 

ft 

Consideriamo il sistema delle 00*"* normali di S^ e prendiamo su 
ciascuna di esse il punto Q ora detto, come origine. Per la nota pro- 
priety caratterisdca delle linee di curvatura, le sviluppabili di tale sistema 
corrispondono alle linee coordinate 1*, , a , , ... i*^_, dell'ipersuperfide 
luogo del punto Q, data dalle (29). 

Essendo in questo caso : 

r ^O^X,dX, _ L' _ -. 
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per i^ky cosi dovraano sussiscere le seguend : 

S dx[ dX^ _ 

Tenendo conto delle (8), (9), delle (29) e dell'essere : 
queste ultime si rrasformano nelle altre : 



(f,*=:l,a,... «— I), 



(iy iks= ly a, ... If — i) 



" ~ Ri \du, ^ du, ) 
dalle quali si trae dapprima : 

dA, ^ A, Bfb, 

(30) { ; \' / (».*=i,a,...ii-i) 

dAj Aj^ a yb^ 

^^h ~ Vb. du. ' 
quindi : 

du. Ju^ ■ 

Queste ci dicono che esiste una funzione ^ delle variabili «, , w, , ... «^,, 
la quale soddisfa alle relazioni: 

(31) A,=-^-^ (»=.. 2,. ..«-!). 

Sostituendo questa espressione di A^ nella prima delle (30), vedia- 
mo che ^ soddisfa al sistema di equazioni a derivate parziali (15). 

Ci6 posto, se consideriamo il sistema ciclico normale ad S, corri- 
spondente all'integrale ^ del sistema (15)9 le seconde delle (16) ci per- 
mettono di scrivere le (31) cosi: 

(32) ^4=^ — -j-cosa,. 

Dalle (31) segue che: Nota urfiptr super ficit S, dvtnte la stessa im- 
magitu sf erica delle linu di curvatura, di 3> ^sistono 00' sistemi ciclici 
normali ad S> i quali si otUngono con quadrature. 

Mmd, Ckt. hUUm, FaUrm; u XIX (199s). — StampAto I'li mario 190$. 5s 
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Le (32) ci permettono di completare il teorema precedente come 
segue : 

/ piani dei cerchi di ciascuno degli 00' sisiemi ciclici suddeiii sono queUi 
individuati dalle coppie di normali ad^ t ad^^yin due punti corrispondtnii, 

Inversamente, dato un sisteiiia ciclico normale ad S> ^^ seconde 
delle (16) potranno servire a deter niinare ^ per quadrature, a meno di 
un fattore costante. Tenendo con to delle (31), le (29) ci dinno una 
ipersuperficie. Per ogni punto (w^ , u^y ... u^_,) di questa facdamo 
passare una retta avence Torientazione (X, , X, , ... XJ, della normale 
ad S nel punto (w,, tt^, ... u^_,). Otterremo cosl un sistema oo"~' di 
rette, il quale sari normale, e ci6 per il fatto che si ha per esso: 
a^^ = a,.j = o per i^k. Poichfi si ha poi : 

cosl, ricordando Tultimo risultato ottenuto nel precedente paragrafo, ve- 
diamo che le 00' ipersuperficie normali al sistema si otterranno con qua- 
drature ponendo nelle formole : 

che dinno le coordinate 5,, 5,, • • • 5, di un punto mobile sur una di 
tali superficie, in luogo di x| le espressioni date dalle (29), e : 

essendo c una costante arbitraria. Queste 00* ipersuperficie hanno comune 
con S I'immagine sferica delle linee di curvatura. Vediamo cosi che : 

Noto un sisUma ciclico normale ad ^, si otiengono, con quadraturty 
00*' sistemi di ipersuperficie parallele, aventi comune con S I'immagine 
sferica dtlle linee di curvatura. 

9. TrasformaT^ione di sistemi w^^^* ortogonali, — Consideriamo uno 
dei sistemi ciclici normali ad S> ^ sb S, una delle altre ipersuperficie 
normali a tale sistema. La 3i ^^^^ ^^^ ^^Ue (21), quando in esse si 
pensi il parametro u^ eguale ad una costante. Dalla (24) risulta che 
I'elemento lineare (ii, di S, sari dato da: 

(33) d.; = I|_|±i.l*;4«:. 
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Poich6 sopra Si Ic linee coordinate u^, u^, ... «,_, sono linee di 
curvatura, cosl Telemento liiieare sferico rappresentativo ds[ di S^ avri 
la forma onogonale, sari clod: 

(34) ds'^ = Zl'';du\. 

t 

Indicheremo gli elemend di Si> ^naloghi a quelli di S» ^^n gli 
stessi simboli afFetti da un apice. Avremo allora, per la nota relazione 
esistente fra i coefficienti delle due forme (33) e (34): 

/ ^-^^ 

(35) b: =-^ 

Supponiamo ora che u^ sia nelle (21) non piCi costante, ma varia- 
bile, e deriviamole parzialmente rispetto ad u^ stesso ; avremo : 

diT ^ T d^T^^' ~ ^'^ + ^^' ^•= 1, 2, . . . »). 

Deriviamo anche la (22) rispetto ad w,, e risolviatno la relazione 
COM ottenuta nspetto a -= — , otterremo : 

-a;^: = - -f («. + ^)- 

Sostituendo nelle precedenti Tespressione cosl trovata di ^ — , 
avremo : 

Se in quest'ultime si di ad u^ il valore cui corrisponde S^ , e si os- 

I dE 
serva che, a causa della (24), t -?r^^— ^ = -X!, esse assumono la for- 

ma seguente: 

10. Facciamo corrispondere al punto di coordinate X,, X^, ... X^ 
il punto X', , X^ , ... XJ, ove questi due sistemi di funzioni di m, , ^^ , ... w^_,, 
si intendono avere i valori corrispondenti ad uno stesso sistema di va- 
lori di tt,, a,, ... a^,. In tal modo otterremo una trasformazione 
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delllpersfera fondamentale, in si stessa. Applicando quesu trasforma- 
zione, il sistema delle ipersuperficie coordinate u, = cost, u^ = cost., 
«,_, = cost., si cambia in un nuovo sistema (n — j)*****, ortogonale 
deli'ipersfera. Q6 deriva dall'osservare che Teletnento lineare di quest'ul- 
tima, quando ci si riferisca al sistema trasformato, 6: 

• • 

Se ora applichiamo i risultad sui sistemi ortogpnali, dalla (24) si 
deduce, che i raggi principali di curvatura R] di §,, saranno espressi 
come segue: 



dlog 



I 



I 




^^^t; 



dff" 



dU: 



du. 



de 






Abbiamo gii trovato che i: 



du. 



quindi sari: 



» -il = _ eils + E 



K-V^)__!(! 






) 



tenendo conto deiie quali, le precedent divengono : 



du. 



5-^^ = (i=ri, 2, ... fi— i). 



Riprendiamo ora le (35), e sostituiamoci le espressioni delle R[ 
ricavate da quest'ultime, otterremo : 



*;'= 



r,K^H^)Y 



+ 



dui 



e 






'K- 



Condudendo possiamo dire: 

« Sia dato un sistema ortogonale dell'ipersfera, riferendosi al quale, 

I'elemento lineare di questa assuma la {orma. :^b[du]; sia poi S 
un'ipersuperficie avente quest'uldmo per elemento sferico^ rappresentatiTO, 
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ed R^j R^y ... R^_^ ne sieno i raggi principal! di curvatura. Indichi W 
un integrate del sistema di equazioni a derivate parziali: 

ou.ouj^ ottj ou. ' du- dttj 



si ponga : 



/ 



e si determini con la relazione: 

ove u^ i una costante qualsiasi, ed il parametro diflferenziale primo i 
preso rispetto alia forma ^b[du]. Cid posto, esiste una trasformazione 

i 

dell'ipersfera in sd, per k quale il suddetto sistema ortogonale si tra- 
sforma in un altro, della stessa specie, cbe assunto come sistema di ri- 
ferimenco di la seguente forma all'elemenco lineare dell'ipersfera : 



r.,.K'=^)i" 



ds^ = J 






bldul^. 



I sistemi ortogonali che si deducono dal dato, per mezzo di questa 
trasformazione, dipendono da n — i funzioni arbitrarie, oltre che da 
costanti pure arbitrarie. Infatti, come i noto, Tintegrale generale del si- 
stema (25) contiene n — i funzioni arbitrarie di una variabile, dascuna. 

II. Sisiemi ciclici normali ad un^ipersferaj ad un iper piano. 

Del sistema (15) che, coi simboli delle derivate covarianti, pu6 an- 

che scriversi : 

+^=0 (Z, i» = i, 2, ... «— i)Z5^ifi, 

sono integral! particolari le coordinate x, , x^ , ... x^ del punto generico 
di S, e quindi, come h ben facile il verificare, anche la funzione: 

Vediamo di caratterizzare i sistemi ciclici corrispondenti agli inte- 
grali : X, , x^ , . . . x^ , p, ora detti. 

Consideriamo dapprima la soluzione x^ , con r qualsiasi. Si ha ma- 
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nifestamente : 



percui dalle (i6) ricaviamo: 

p« *r ^r 

-A.X,- i-xy 

Da queste risulta che i: 

>, = *,+ «(cos«.X<'> + cos.,Xi"+ ... +cos«t_.Xr-") = o, 
ossia i centri dei circoli del sistema giacciono nell'iperpiano y^ = o. In 
questo caso si ha manifestamente : 

le quali si possono anche scrivere cosl: 

Poich6 le due orientazioni (c^J e (X,) giacciono nel piano del cer- 
chio (Mj, Mj, ... M^_,), cosl queste ultimc ci dicono, che Torientazione 
normale aH'iperpiano y^ = o, giace anch'essa in questo piano. 

II sistema cicUco normale ad S> corrispondente all'integrale x^ di 
(15), ha dunque tutti i suoi cerchi nonnali all'iperpiano : y^ = o. 

1 2. Consideriamo ora Tintegrale p = S xj — Cy con c costante. 
Si ha: 

indicando fV^ la disunza deU'origine delle coordinate dall'iperpiano in- 
dividuato, dalla normale all'ipersuperficie nel punto P^ (x, , x,, ... xj, 
insieme alle tangenti in P alle linee coordinate di § passanti per questo 
punto, esclusa la u^ . Posto : fV^ = § x . AT. , sussiste la relazione : 
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percui avremo: 

r 

Dalle (i6) si traggono le seguend: 

R cos a. = — 2 fV^ . 

P 

Se indichiamo con S la distanza dell'origine delle coordinate dal cen- 
^^ Oi* )'a> • • • y^^ ^^ cerchio, passante per il punto (x^, x^, . . . xj, 
avremo, tenendo conto delle (lo) : 

^' = Sy] = f •{• C + R' + iR^fV.COSOL,. 

i k 

Quest'ultima, a causa delle (36), d di Taltra: 

^' — R' = c; 

la quale ci dice che : Allorchd 6 ^ > o, tutti i cerchi del sistema sono 
nonnali all'ipersfera : 

i 

quando 4 t = o essi passano tutti per Torigine ; quando 6 c = — c\ 
con c' > o, essi tagliano in punti diametralmente opposti Tipersfera 
reale: 

SI- = - c. 

i 

I sistemi ciclici ultimamente considerati, e quelli del § 11 godono 
della proprieti, che i piani degli 00"""* cerchi passano tutti per uno stesso 
punto. £ molto facile, generalizzando la dimostrazione che se ne di 
quando lo spazio ambiente i a tre dimensioni, il provare il seguente 
teorema : 

Se tutti i piani dei cerchi di un sistema ciclico passano per uno stesso 
punto a distanxfi finita, tali cerchi sono normali ad unHpersfera (reale, 
immaginaria) , avente il suo untro nel punto. 

Se il detto punto comune ai piani del sistema t aWinfinitOy i cerchi 
sono normali ad uno stesso iperpiano, 

13. Per dimostrare il teorema enunciato nel precedente paragrafo, 
procediamo nel seguente modo. 

Se indichiamo con y)^, y)^ le coordinate cartesiane di un punto A 
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del piaQO generico, di un sistema ciclico normale all'ipersuperficie ini- 
ziale S> rispetto ai due assi passand per il centro del cerchio, e avend 
orientazioni rispetdve: ((^j)> (X.), avremo per le coordinate (;,, $,, ... 5J 
di ^ le espressioni s^uend : 

5i = X. + ^ JR. — 10, JRf + yi^Xi. 

L'ipotesi che tutd i piani del nostro sistema passino per uno stesso 
punto dello spazio, per es. : per le origine delle coordinate, porta con 
st che dovranno essere soddisfatte, per ogni punto (uj di §, con un 
determinato sistema di valori corrispondente in^, yi^, le relazioni : 

Da queste segue, molriplicandole per cosa^Xj*^ — cosa,X!''\ e som- 
mandole poi membro a membro, col tener conto della espressione delle 
^,. per mezzo delle X]^\ e dei cosa^: 

cos^^.W, - cosa, W^ = o ^'^ '= V ^•:- '^ " '\ 

T t ST (r^s) 

dove 6 : fT^ = § x,. X^^^ . Tenendo conto delle formole gii trovate : 

i 

^^ R ~ ^ du/ 

le precedent! ci permettono di dire che sussisteranno ie altre: 

(2) ■^dl^^'^' (* = i. 2, ... «-!), 

essendo "k una funzione di «,, w,, ... u,_, , iudipendente dall'indice s. 
Derivando quest'uldma rispetto ad u, , con r ^ s, si trova : 






Ma ora osserviamo che si ha : 

du, ~ du, l/jr du, '' 

e che di piCi ^ soddisfa al noto sistema di equazioni a derivate parziali, 
il quale pu6 scriversi nel modo seguente : 
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e allora la precedente ci dari : 

-5 = (r = I, 2, . . . « — i). 

Si ha p€rci6 X = cost. Dalle (2) di questo paragrafo, coll'osservare 
che si ha : 

IV — — <sx ^ 
si deduce integrando : 

con c costante di integrazione ; formola che dimostra la prima parte del 
teorema. 

Supponiamo ora che tutti i piani del sistema ciclico che si consi- 
dera passino per uno stesso punto all'infinito, pfer es : per il punto al- 
rinfinito sull'asse coordinato x^. 

Poichfe, come abbiamo sopra osservato, si ha per un punto (Sj 
del piano generico del sistema : 

i, = x, + R^, + y), Jttk + Yi^X^, 
e poichi le diflferenze ^^ — x^ sono proporzionali ai coseni dir^ttori della 
retta che unisce il punto (xj col punto (^J, cosl avremo, mahifesta- 
mente, che condizione necessaria e sufficiente affinchd i piani passino 
per il punto airinfinito suddetto, 6 che si possano determinare tq,, vi, 
in modo da aversi : 

ove 4 p. :^ o. 

Moltiplicando la Jb**^ delle precedent equazioni per: 

cosot.Xi'^ — cos«,X["> 
e sommandOy rispetto a A, da i ad n, troviamo: 

ft (cos «, x|'^ — cos «, x<;0 = o f 

ossia, poichi h \lz^o: 

cos a^ X|'^ — cos a, X|'^ = {r:^ s). 

Da quest'ultime e dalle (i) di questo paragrafo si traggono le se- 
guenti : 

(3) ~=|j^ = XX<*^ (*=i, 2, ...«-i), 

ove X 6 una funzione di u, , u^, ... u^_^ , mdipcndente dall'indice k, 
Partendo dalle (3), con procedimento analogo a quello usato nel 

Mmi Grt. MUum, PmUrmo, t. XIX (190$). — Sumpftto I'li mario 1905. 36 
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dimostrare la prima parte del teorema, si trova essere : X ^ costante, 
quindi dalle (3) stesse, iQtegrando, otteniamo : 

con c costante di integrazione. Quesc'uldma dimostra la seconda parte 
del teorema. 

14. Uipersfera fondamentale riferita a coordinate polari. — limitan- 
doci per sempliciti al caso dello spazio a quattro dimensioni, riferiamo 
I'ipersfera fondamentale ad un sistema speciale di coordinate curvilinee. 
Esprimiamo le coordinate X^, X,, X^, X^, di un suo punto, in fun- 
zione dei tre parametri u, , u^y u^ nel modo seguente : 

X, = sen ttj sen u^ sen u^ 
^ V , Xj = sen u, sen u, cos u^ 

^ "^ ^ Xj = sen u, cos tt, 

X^ = cos u, ; 
il suo elemento lineare sari espresso cosl: 

(2) d s'^ =: d u] -{' sen* ", ^ ^1+ sen* w, sen* u, du* . 

II sistema di equazioni a derivate parziali da cui dipende la deter- 
minazione delle ipersuperficie aventi (2) per elemento lineare, sferico, 
rappresentativo, essendone le linee u,, u^y u quelle di curvatura, i 
questo : 

d'fF dW d'W dfV 

^ ^— = COtg M, 3 , 3 3— = COtg M, 3 , 

d'fF BW 

il suo integrale generale, che, come sappiamo, deve contenerc tre fun- 
zioni arbitrarie di una sola variabile, ciascuna, t il seguente : 

(3) ^ = 4>j (ttj) sen tt, sen u^ -f 4>^ (wj sen «, + ^1 (^i) > 

ove 4>j, 4>^, 4>j sono simboli di funzioni arbitrarie della rispetdva va- 
riabile indicata. 

Trovato cosl fT, si hanno subito le coordinate ^i, x^, x^, jc^, di 
un punto della ipersuperficie gcnerica della specie suddetta, poich^, come 
si sa, sussistono le formole *) : 

x,= WX,-^v'{W,X,), (v=..,,j.4) 

essendo il parametro diflferenziale misto preso rispetto alia forma (2). 



*) LuiGi BiANCHi, Liiioni di geometria differeniiak. Vol I, pag. 479. 
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Tenendo conto delle (i) e (3) otteniamo quindi: 

^« = "^3 (^3) ^^^ "j + "^3 ("3) ^^^ ^3 

+ [^2 ("J sen u^ + <[>; (u,) cos u J sen u^ 

-f- [^, (w,) sen Mj -|~ ^[ (^,) cos tt J sen u^ sen u^ 

Xj = 4>j (Uj) cos Mj — 4>j (m^) sen w^ 

(4) ( + [^a (^) sen u, + <l>; (w J cos m J cos ^3 

■f" [^i (^x) sen w, + ^[ (Mj) cos w J sen u^ cos m^ 

Xj = <t>^ (wj cos tt^ — 4>^ (m J sen u^ 

+ [^x ("i) sen w, + ^[ (^1) <^os tt J cos u^ 
x^ = <[>, (ttj) cos Uj — Oj (w,) sen m, . 

Facciamo alcune considerazioni relativamente alle ipersuperficie cosl 
trovate, che sono, secondo la denominazione generale di Darboux *), a 
linee di curvatura coordinate. 

Fissando in un modo qualsiasi le funzioni 4>j(ttj), ^, (",), ^3(^3) 
che compaiono nella (4), otterremo una V^ speciale. Una linea di cur- 
vatura di questa, corrispondente al porre u^ = c^ , m^ = c, , con c, , c^ 
costanti qualunque 6 plana ; infatti, facendo nelle (4) w^ = c, , m^ = c^ 
risulta : x = C., x = C con C , C costanti ; la linea considerata 
giace dunque nel piano comune ai due iperpiani x^ = C^ , x^ = C^ . 

Anche le linee di curvatura m^ = c^ , u^ = c^ , con c, , c^ costanti, 
sono plane. Dalle (4) segue intatti che esse sono contenute nel plan! 
Individuati dalle coppie di iperpiani seguenti: 

X, cos Cj — X, sen c^ = 4>'^ (c^) 

U primo di quest! t facile vedere che 4 quello perpendicolare, nel 
punto di contatto^ alia tangente nel punto u^ = c^ alia curva piana : 

^, = "^3 (^,) sen tt, + <I>; (ttj) cos u^ 
x^ = 4>3 (ttj) cos ttj — ^j (ttj) sen u^ 
X3 = o , x^ = o . 
Consideriamo ora la superficie F^ seguente: 

^.='^3("3>^°"i+'^3(^3>°^^3+['^X«*a)senu,+<I>;(uJcosttJsenu,, 
(5) { $,=^,(«*,)cosM — <l>;(tt3)senw3+[<l>X^,)sen«,+<l>;(tt JcosM Jcosuj , 
£3=^/u Jcosu,— ^X^ Jsentt^ , i=o ; 



*) Darboux, Lefons sur les systhnes orthogonaux et Us coardonnhs curvilignes. 
Tome r', pag. 135. 
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essa ^ manifestamente contenuta neU'iperpiano x^ = o» ed appardene, 
considerata come immeraa m questo spazio S, » ^ ^^ dimen^oni, alia 
classe delle superficie modanate, a sviluppabile direttrice cilindrica, su- 
perficie che, come 6 noto *), sodo caratterizzate dalla proprieti di am- 
mettere una deformazione continua che conserva le linee di curvatura. 

Le linee coordinate m,, u^y sono appunto quelle di curvatura 
della F,. 

Consideriamo poi Tipersuperficie cilindrica C^, che si ottiene con- 
ducendo pel punti di V^ le rette parallele alForientazione dell'asse jc^. 

I coseni direttori di quella normale alia F, , in un suo punto qual- 
siasi, che i contenuta in S3 > sono i seguenti : 

Dj = sen tt, senUj, 11, = sen u^ cos m^ , in^ = cosu^y Tfj^ = o; 

quelli della normale a C^ in un punto qualsiasi della generatrice, pas- 

sante per il punto (u^^ u^) di F^y sono questi stessL 

Q6 posto, dalle (4) segue facilmente che la linea di curvatura di 

Fj, che si ottiene ponendo w^ = t,, m^ = c^, con c,, c^ costanti qua- 

lunque, gi^^'c nel piano individuato dalla generatrice di C^ passante per 

il punto (c^y Cj) di F^, e dalla normale a C^ in questo stesso punto. 

Se si dicono poi 2[, , C, > rispettivamente, le coordinate di un punto della 

curva, rispetto agli assi, cosdtuiti dalle due rette ultimamente dette, a- 

vremo : 

( ^, = ^, (tt.) cos u, — ^; (« J sen «, , 

\ ^a = ^,K)senu, + ^;(u,)costt,. 

Possiamo concludere dunque che le ipersuperficie considerate, della 
classe (4), hanno le linee di curvatura dei tre sistemi, plane. 

15. Poich6 nelle (5), (6) compaiono le funzioni arbitrarie ^, («,), 
^a("a)> 4>^(Mj), cosl la superficic (5) 6 la piu generate della specie a cui 
appartiene, e la curva (6) piana rimane arbitraria. Potremo dunque, te- 
nendo conto dei risultati ottenuti, dire che la piCi generate ipersuperficie 
della specie (4) si ottiene nel modo seguente : 

« Si prenda in un S3 delPiperspazio ambiente S4 *^* superficie T, 
modanata, a sviluppabile direttrice cilindrica, qualsiasi, indi si consideri 
la ipersuperficie C luogo delle normali condotte dai punti di F^ all'S, • 



*) LuiGi BiANCHi, 1. c, Vol. U, pag. 45. 
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Tracciato in un piano 11 una curva T, ^ due rette fra loro per- 
pendicolari, arbicrarie ; si facciano poi assumere a questo piano le oo^ 
posizioni che si ottengono facendo coincidere, ogni volta, una determi- 
nata delle rette suddette con una generatrice di C^ , e Taltra con h nor- 
male a C^ nel punto in cui la generatrice stessa incontra V^: il profilo 
piano r descrive fratunto la ipersuperficie V^ della specie richiesta. 

Su F^ le 00* linee T costituiscono un sistema di lince di curvatura ; 
le linee degli altri due sistemi sono pure piane ». 

Se indichiamo con ds* = ^.^"f + K^^l 4" ^j^K l*elemento li- 
neare della F^ , troviamo subito, per mezzo delle (4), le seguenti espres- 
sioni pei coefficient! b : 

.,^ , *, = [*, (« J + *V (« J + ♦. («.) sen u, + ♦; (tt.) cos u,]' 
^T> W, = {4., («,) + *;• («,) + ♦. («J sen «. + *; (« J cos «. 

+ [•*. («,) sen «, + 4>; (»,)cos «,] sen m,\\ 

Calcolando poi, per mezzo delle (i) e delle (4), i coefficienti della 
seconda forma fondamentale, e tenendo conto delle (7), si trovano i 
valori che seguono per i tre ra^ principali di curvatura di V . 

^ ^ ^, K) + K ("a) + ^. 0^) sen u, + 4>; (u,) cos t^, 
* sen tt, 

' sen tt, sen u^ 

Da queste risulta inunediatamente cbe, lungo una linea di curvatura 
M^ = c, , u^ = c^y i primi due raggi di curvatura jR, , R^ conservano 
un valore costante. 

Per una qualsiasi ipersuperficie della specie (4) possiamo ottenere 
tutti i sistemi ciclici 00^, ad essa normali, con quadrature, 

Basta infatti, come sappiamo, per far ci6y trovare la funzione ^ in- 
tegrale del differenziale esatto : 

ove W 6 dato dalla (3), ed R^y R^y R^ sono i raggi principali di cur- 
vatura della ipersuperficie considerata. 

Se per es. : assumiamo per ipersuperficie iniziale quella corrispon- 
dcnte al fere: 4>,(tt,) = c,, *a(»J= ^a> *,(«,) === ^,» ©vc c,, c., c, 



286 UMBBRTO SBBANA. 



sono costand fissate comunque, si trova facilmente : 

Dalle (5), (6), segue che si otriene la ipersuperfide particolare ora 
considerata, quando si prenda per F, neirS, uq tuoro, generate da un 
cerchio di raggio c^, il cui cencro descrive un cerchio di raggio c ; e 
si prenda per profilo piano pure un cerchio di raggio c, , col centro 
posto costantemente sulla F^. 

Le nostre considerazioni generali, sulla trasformazione dei sistemi 
ortogonali dell'ipersfera, ci permettono poi di concludere che: 

Posto : 

W = ^^ (Wj) sen tt, sen u^ -|- ^^ (m J sen u^ -f- ^, («,) , 

\ = l[W-^{u^-^lVy = [<l>3(«3) cos u, sen «,+ <l>. (« J cos u.+ ^\ (u,)]^ 

+ [4>3 (r*,) cos u, + 4>; (u J]' + ^- (u,) 

+ f ^5 (^,) sen tt, sen «, + ^^ (w J sen r*, + <l>, (mJ + uj' , 

ove u indica una costante arbitraria, ed il parametro differen:(iaU t preso 
rispetto alVelemenio sferico (2), la forma differen:^iaU : 

'^ — ^ — ^ /d — ;^ — ^A /d — r- 



r 



+^" ^.\ ;^M^ / +sen M,sen w/ 



d^ J^ '\ dfF / I— x--"-al 5ffr 




rappresenta Velemenio lintart dtll'ipersfera Jondameniale, t quindi ancht 
dello spa:^o ellittico a tre dimensioni, di curvatura eguale ad uno, comun- 
que si assumano le funxjoni arbitrarie ^, (w,), ^a(Mj, ^j("})- 

Dalle (7) risulta che le linee di curvatura : m, = c, , u^ =i c^ sono 
geodctiche della F^ , e che le linee : m^ i=z c, , u^ = c^ sono, per un de- 
terminato c, , qualunque sia c^ , linee geodetiohe della varieti a due di- 
mensioni, appartenente a F^, che si ottiene ponendo : u^ = c^. 

Queste superficie u^=^c^y che sono determinate dall^interseziooe 
di V con gli iperpiani x = costante, sono, considerate come immerse 
in questi spazi, delle superficie modanate a sviluppabile direttrice cilin- 
drica. Ci6 risulta dalle prime tre formole (4), che, fattovi m^ = c, , di- 
vengono : 

^1 = ^5 ("3) se^ «, + ^[ ("3) cos tt, 
+ {[^a ("J + "^i (^.) sen c, + ^; (c J cos cj sen 1*, + ^^ (1*,) cos 1*,} sen u^ 
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X, = 4>j (m,) cos ttj — 4>| (ttj) sen u^ 

+ {[^, (O + ^, (^,) sen c, + <l>; (c,) cos c,] sen w, + <l>; (wj cos «,| cos u^ 

X, = [^, (ttj + ^, (^.) sen c, + ^\ (cj cos cj cos w, — 4>; (m J sen u^ • 

I parametri u,, u^ sono quelli delle linee di curvatura della super- 
fide a^ = c, . 

16. Un caso particolare, — Se si fa nelle (4) : <l>^(tiJ=:4>j(M^) = o, 
si otciene un'ipersuperficie F^ , che, come subito si vede, 6 generata dal 
profilo (6)9 il quale rimane arbitrario, quando il piano, in cui questo ^ 
contenuto, ruota, diciamo cosl, attorno all'asse x^, assumendo tutte le 
00' posizioni di cui d suscettibile. Queste ipersuperficie sono analoghe 
a quelle di ruotazione dello spazio ordinario, come appariri anche dalle 
considerazioni s^uend. 

Cambiamo il parametro u, , assumendo come nuovo parametro, che 
chiameremo pure «,, Tarco della curva (6), che potremo dire la curva 
meridiana. Allora le coordinate t),, y), di un pun to di questa, quando si 
prendano per assi coordinati nel suo piano Tasse x , e la retta di in- 
tersezione coiriperpiano x^ = o, saranno : 

»>. = t/(«.) , ». = f' 1/1 - U-iuJdu, + xj"; 

essendo U(u^) una funzione arbitraria di tt^, e x^^^ la n^del punto della 
curva, corrispondente al valore u^°^ del parametro. 
Le (4) diverranno : 

X, = t7 sen u^ . sen u^ 
x,= l7senu,.cosu3 
(4)* { x^ = U cos u^ 

x^= r vi - u'^du +xf . 



•i 



Da queste risulta che la varieti u^ =^ c^y con c, costante qualsiasi, 
i una sfera, contenuta nell'iperpiano : 






con il centro nel punto in cui quest'ultimo incontra Tasse x^, e il rag- 
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gio eguale ad C7(c,). Le linec coordinate della F^\ u^=- c^, u^ = c^y 
con c quaiunque e c, fisso sono i meridian! della sfera u, = c, , con 
i piani passanti per Tasse jc^; mentre le linee u^ = c, , i*^ = c,, conc^ 
qualunque> sono i paralleli normali a questi meridiani. 

£ facile dedurre dalle (i) e dalle (4)* che le normali alk nostra 
F^ si appoggiano all'asse x^ y e che di piCi tutte quelle condotte pei punti 
di una sfera u^ = c^ passano per uno stesso punto di quest'asse. S^ue 
da quest'uldma proprieti che una linea qualsiasi, tracciata sopra una va- 
riet4 «, = c^ di V^y h una linea di curvatura di quest'ultima. 

Facendo nelle (8) ^^Cm,) = ^^iM^ = ^> sitrova che e: R^z=iR^, 
Dalle (4)* si trae per Telemento lineare di F^ I'espressione seguente: 
(9) ds' = du] -f U'du] + U'stn'uju]. 

17. Uequazione a derivate parziali per la funzione 6: 

ove il parametro differenziale t preso rispetto alia forma (9), si riduce 
alia seguente : 

Cerchiamo di soddisfarvi ponendo : 6 = V^{u^ -f- V{u^y u\ ove 
Fj 6 funzione della sola a, , F delle sole u^y u^, Sostituendo nella pre- 
cedente, si vede che dovri essere : 

ove k^ indica una costante arbitraria, reale. Da quest*ultima si trae: 



e Taltra : 



y, = ±fvTr=^'/'^, 



Facendo in questa T = F, (u J -j- V^ (u\ otteniamo : 

I -7—' 1 sen M, — k' sen «, = — I -yi I = — A* 

\duj ' ■ » \duj 

con A, costante arbitraria, reale. Avremo dunque FXt*,) espresso per 
mezzo di an integrate ellittico nel modo seguente : 
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^J = *a^- 



Nella funzione : 

abbiamo un integrale dell'equazione a derivate parziali (lo), con due 
costanti arbitrarie. Si otterranno quindi le equazioni in termini finiti delle 
linee geodetiche di V^ , eguagliando a costanti arbitrarie le derivate par- 
aali di 6 rispetto z k\y k^ *). Facendo ci6, troveremo : 

u = ± / . " ' = 4- C^ , 

J sen ttj V ^* sen* u^ — k^ 

ove c^y c^ sono due nuove costanti arbitrarie. Corrispondentemente a 
una quaterna di vaiori H c^y c^^ k]^ k^y s\ hanno quattro combinazioni 
di segno, quindi quattro geodetiche, il corso reale delle quali si estende, 
unicamente, a quelle regioni della ipersuperficie nelle quali si ha, con- 
temporaneamente : 

Indichiamo ora con ^ Tangolo formato da una linea geodedca, con 
il meridiano passante per un suo punto qualsiasi. £ subito visto che 
si ha: 

cos|=-^, 

essendo ds Telemento d'arco di geodetica. Tenendo conto della (9), tro- 
veremo : 

IM£Ferenziando le (ii), si otdene: 



(duX_ K sen* u, — kl 
\duj ~ U* sen* «,(U* — *J) ' 

te V- K . 

V dttj ~ W sen*«,(t7» — **) ' 



*) BiANcm, 1. c, VoL I, pag. 338. 

Mmi, Or*. l/«»— Paltrmtf u XIX (ijoj). ^ Sunptto I'lt m«rio 190$. )7 
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quindi sostituendo nella precedente, ed devando al quadrato si ha : 

iJcos*+ = (l7*-JkJ)sen* + , 
o anche: 

L7 sen + = Jb, . 

Questa relazione, che vale lungo una qualsiasi geodedca, esprinie 
un teorema aiialogo a quello di Clairaut per le superfide di ruotazione 
dell'ordinario spazio. 

Pisa I® Noveoibre 1904. 

Umberto Sbrama« 



SUR LES COMMUNS MULTIPLES 
EXPRESSIONS UNfiAIRES AUX DIFFERENCES FINIES, 

Par M. Alf Guldberg, i Chrisdaiiia. 



44^— ^"M dell's gcaaajo 190$. 



Dans son excellent livre c Li operaxiofd distributive e It laro applica- 
:(iom alVanaUsi », M. S. Pikcherle a 6tabU les thior^mes les plus im- 
portants d'une throne gte^rale des Equations lin&iires am diff<&rences 
finies. Dans cette Note je me pennets de supplier i quelques points des 
recbercbes de M. Pincherle. 

I. Soient 

P ^ p':'y.^ + p'r'y,.,., + • • • + p^'y^, + pTy, 

deux expressions liniaires aux differences finies des ordres r et » et i 
coefficients rationnels. Un probl^me qui se pose de lui-mtoie est dere- 
chercher h plus petit commun mult^k de P et R, c'est-i-dire, nous tUons 
chercber i trouver une expression Un&iire aux differences finies de Pordre 
le plus petit et i coefficients rationnels, qui est divisible par P ti^R. 
Soit Z cette expression, nous aurons 
(i) Z^SPsQR. 

La d^rmination des expressions lin&ures aux differences finies 5 
et j2 se fait en formant les identit^s *) : 



*) Nons utilisons dans les lignes qui suivent une mithode analogue k celle em- 
ployee par M. Heffter dans son int^ressant article: Ueber gemeinsame Vielfach$ /t- 
neanr Differentialausdrucke und lineare Differ entialgleichungen derstlbtn Klasst [Crelle's 
Journal, t CXVI (1896), pp. 157-166]. 
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R =r^"^ y +r*— '^y -i- . . . -i- r<**^ y . 

En multipliant les n-j- i premiftres lignes par les coefl5cients 5^,**^ s^^\ ... 5^"^ 
de S et en les ajoutant, et en multipliant les r -f- i derniires lignes par 
les coefficients q^^^ , q^J\ ... q^^^ de J2> ^t en les ajoutant, comparant alors 
les coefficients des y^^ Jx-^ii • • • yx-^-^r ^^ ^^^^ expressions ainsi obte- 
nues, nous aurons 

,(•-1) At) I M ^{T^D _ ^(r-t) (•) l (r) (.-i) 

•'x /'x.4.«_i I ''x rx-f-n Tx ' x-f-r—i I Tx x-+-r 

X rx-hn Hx x-4-r * 

De ces n-\-r-\-i Equations lintaires et homogtoes entre les n'\'r-\-2 
foncdons inconnues 5, et q^^ , les 5, et q^ se dtterminent uniform^ment, 
abstraction faite d'un facteur commun. 

Le plus petit commun multiple de P et R est done au plus de Vordre 
n -|- r. 

La condition n^cessaire et suffisante pour que Z soit de I'ordre 
moindre de « -)- r se diduira facilement. En eflfet, s^*^ (et ^|;®^) s'annule 
ou devient arbitraire quand (r^*^ ^ o) le determinant 



^x = 



/>;- o o . . . o r\ 

X-«-I 



/.L" p:i, o . . . o r';' r[ 



o ft'" o o . . . r'"' 



x->-r— I 



s'annule identiquement. La mdme condition s'obtient aussi si Q est de 
Tordre moindre de r. 

La condition niussaire et suffisante pour que le plus petit commun 
multiple de P et R soit de Vordre n -^^ r est ^^^^ o. 

2. Si 

Z^SP^QR 



ct 
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est d'un ordre moindre de n -{- r, I'ordre a de S sera <^ «, et I'ordre 

r — n -{- (T de Q sera < r. Soient maintenant 

ylT'^ • • • y^f^^ un systtaie fondamental d'inttgrales de P = o 
y^x^^ • • • y^^^^ » » » S = o 

yCi> . . . yfir-«-ha) J) jj » C = o 

Yj^,^^ une inttgrale de Py^ = y^f^ (Xs= i, 2, .. . a\ 

y'^' » Rys = yf'^ (X=i,a,...r-«+a). 

Un syst^e fondamental d'int^grales de T^quation 

SP= QR = o 
est done *) . 

^'x • • • > , >* ^ • • • y. "^' 

et 

on aara par suite 

yf' = ^,.>1*'' + :• • + aJ'-' + 5,.y;' + • • • + B^^;-!:--", 

oCi les -rfi et 5 sont des constantcs. En iliminant les yf^ entre r — «-f~^"l"^ 
de ces r &]uadons, le premier membre donnera une int^grale de P=o 
et le second membre une intigrale de R = o. 

Si le plus petit commun multiple de P et R est d'un ordre moindre 
de n '\- r^ P et R admettent un commun diviseur. 

L'inverse est Evident. En effet, si P et ^ admettaient un commun 
diviseur T, on aurait 

P=P.r, R = R,T, 

oil Tordre r, de P, <[ r, Tordre n, de R^ <^n. Le plus petit conmiun 
multiple de P, et R^ est au plus de Tordre n^ + ''j > et celui-ci de P 
et R est au plus de Tordre 

^ + ^, + ^ — ^, = ». + ^ < « + ^• 
En risumi, si P et R n*admettent aucun commun diviseur, le plus 
petit commun multiple de P et R est de Vordre n -^^ r et inversement. Si 
P et R admettent un commun diviseur de Vordre <s, leur plus petit commun 
multiple est de Vordre n -{- r — a et inversement. 



*) S. PmcHBRLB, loc dt, p. aa8. 
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Cela poskf il doit toe conveoable d'appder le d^tenninant A, la 
risultantt des deux iquatUms P = o d £ = o. 

3. Supposons maintenant que P ti R n'aient aucun commiin divi- 
seur ; leur r^sultante 1^ est done diff^rente de zkio. II est £acile de voir, 
que Ton peut determiner une expression lin^re aux differences finies 
P_, de Tordre n — i, difinie par Tiquation 

(5) P^.Py, = y.+ TRyu. 

oCi T est une expression liniaire aux differences finies de Tordre r — i. 
En effet, les coefficients de P_, et T se diterminent par un systime 
d'^quations lin^aires non homogtoes dant le determinant est A^. 
D'apris Tiquation (j) nous avons 

(6) P..PyT^yT; 

appellons done P_, I* expression inverse i P par rapport au module R. 
Reprenons maintenant I'equation (i) 

SP=QR; 

si y^f^ disigne une intigrale de S = o et y^^^ une int^graie de i? = 0, 
nous avons 

(7) PyT = >!''• 

Quand P et R n'ont aucun commun diviseur on obtiendra pour chaque 
integrate de if = o une integrate de 5 = o. Nous aurons de plus 

(8) P.J!'^y?\ 

une equation route analogue i. Tequation (7), Teq nation P_^ = o et Te- 
quaiion 5 =. o n'ont done aucune integrale commune, et par consequent 
RP_^ = o admet toutes les integrales de R =1 o, Ceci nous conduit i 
requation : 
(9) RP_,^Q_,S. 

D'apris les equations (9) et (i), on aura 

RP_,P=Q_,SP^Q_,QR 

et ainsi i cause de I'equation (5) 

Q_,QRy^ = /?(>.+ TRy,) ^Ry^-^-R TRy, 
ou 

Q.,Qy.'^y,-\-RTy,', 

e*est-i-dire i2_, ^^^ inverse i Q par rapport au module T. Selon Tequi- 
valence complete des expressions 

R, P, Q, S 
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et 

nous aurons 

(13) QQ.,y.^y. + SUy„ 

c'est-i-dire, P est inverse it P_, par rapport au module S, et Q est inverse 
i C«, P^^ rapport au module U, oCi U est une expression liniaire aux 
diflFirences finies de Tordre r — i. 

En risumi, si P et R nont aucun commun diviseur, nous avons : 

(0 SP^QR et (9) Q_,S^RP_, 

oA S est de I'ordre r ; 

(5) K.Pyn^y,-\-TRy^, (10) Q_^Qy^=y^ + RTy, 
(n) PP^^y^^y^JfUSy,, (12) 2|2_.>.s>. + St7^, 

et les intigrales de S =^ o et R = o sont liies par les relations 

(7) PyT^yf tt (8) P_JT^yT. 

4. Soient 
(a) A = aL"')'..^ + '»lr">..._. + • • • + <'y, = o 

deux Equations lin^ires aux differences finies d coefficients rationnels ; je 
suppose que la transformation 

fasse passer des int^ales de i'6quation (a) aux integrates de T^quation 

{h)y les coefficients c^^^ , c^,'^ . . . c*,"*"'^ teint des fonctions rarionnellcs de x. 

Je dis que Viquation (h) est de la mime esptce que Viquation (a) *). 

Cela pos6, soit maintenant r ^n — i. L'iquadon 5 = 0, difinie 

par r&3uation 

SP=QR 

est alors de la mSme esp6ce que I'iquation i? = o ; en effet, nous Sumes 
la relation 

Vice versa, si S = o est de la mtoe espdce que ^ = o, ^expression 5 P 
est divisible par R, 

SP^QR, 



*) Cfir. GuLDBBRG, Price Matematyczno-Fizycznych, t XVI. 
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et 5P est le plus petit commun multiple de P tt R; d*oii cette propo- 
sition : 

Une iquaiion litUairt aux diffdrences fifties i coefficients rationnels 5=0 
est de la mime esptce que Viquation liniaire aux differences finies de I'ordre 
n i coefficients rationnels i? = o, s*il exisie une expression liniaire aux 
differences finies H coefficients rationnels P, dont Vordre ^n — i, de ma- 
nitre que SP soit divisible par R. 

On trouvera done toutes les Equations qui sont de la m^e esp&:e 
que i? = o en variant P, dont Tordre est ^n — i, en toutes les 
mani&res possibles et en cherchant toute fois le plus commun multiple 
de P et R. 

On est imm^diatement conduit aux thtorteies suivants : 

Si P et R n'ont aucun commun diviseur^ S est de Vordre n, et on a 

Si R = o est irriductibUj toutes les Equations qui sont de la mtme 
esptu sont de Vordre n. 

Si R = o est riductible, U existe des equations qui sont de la mime 
espUe, dont Vordre est moindre de n. 

Soient 

oil y^P est une inttgrale de T = o, il vient 

Mettons de plus 

P,Py,^KRy^^P,y,, 

oil Tordre de P, est ^^ » — i, on a alors 

d'ofi ces propositions : 

Si une iquation d'une certaine esptce est irriductible, toutes Its iquor 
tions de la mime esptce sont irriductibles. 

Si une iquation d*une urtaine esptce est riductible, toutes Us iquations 
de la mime esptce sont riductibles ou d'un ordre moindre de n. 

Christiania, dicembre 1904. 

A. GULDBEKG. 



SULLE INVOLUZIONI IRRAZIONALI NELLE CURVE 

IPERELLirnCHE. 

Nota di Ruggiero Torelli, in Pisa *). 



Aduiunza del 26 febbraio 1905. 



In questa Nota sono considerate le involuzioni irrazionali sulle curve 
iperellitdche. H risultato principale a cui si arriva t il teorema del n^ 5, 
esprimente una condizione necessaria e sufficiente perchi una curva ipe- 
rellittica di genere p contenga una involuzione di ordine v e genere iv. 
n teorema nel caso /> = 2 era stato implicitamente dimostrato dal- 
THuMBERT, con considerazioni di indole diversa, nella sua Memoria 
Sur les surfaces dc Kummer dliptiques **). 

I. 6 noto **•) che sopra una curva rationale una serie algebrica 
sempUcemenU infinita di gruppi di n punti, di indiu 2 (cio& tale che 
pel punto generico della curva passino due gruppi) ^ rationale. KaLppre- 
sentando infatti la curva coUa C^ razionale normale di 5. » i gruppi della 
serie appartengono a degli 5^_^ , e pel punto generico della curva pas- 
sano due di tali S^_, ; quindi ****) ne passano due per ogni punto di 5, , 
ossia quegli 5,__, formano un inviluppo di seconda classe, epper6 ra- 
zionale 



*) Estratto dalla tesi di laurea, presentata nel dicembre 1904 alia R. University 
di Pisa. 

••) American Journal of Mathematics, vol. XVI (1894), pp. 221-253. 

•••) Segre, IntroduT^ione alia geometria sopra un ente algebrico sempJicement$ in- 
finite, [Annali di Matematica, serie II, tomo XXII (1894), pp. 41-142], n° 67, noti 

•♦^) Segre, loc. dt, n° 23, nota. 

Mmd. Cirt. UuUm, PaUrm; t. XIX (1905). — Sumpato il 14 nurio 1905. jM 
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Ne s^ue questa proprieti, pure conosduta *) : Se una curva con- 
Unente una gl possiede una involu:^ione yi di or dine v t genere ^ > o, 
questa t trasformata in st dalla g\ . Difatti, se ci6 non fosse, sulla retta 
doppia rappreseiitatrice della g\ la serie dei gruppi di v punti corrispon- 
denti ai gruppi di yi sarebbe riferibile biunivocamente alia yi , e avrebbe 
Tindice 2; il che, pel teorema precedente, t assurdo. 

Si osservi poi che, per una nota osservazione di LOroth, non pu6 
ogni gruppo della yi essere trasformato in sh dalla g\^ ossia la yj es- 
sere composta colla g\. Le coppie di gruppi della yj, trasformad Tun 
deiraltro mediante la g\y formano una involuzione razionale (perchfi 
composta colla ^^), rappresentata sulla retta doppia da una involuzione 
I\ di ordine v *•). 

La y^ quindi possiede una g\y ossia ^ anche essa, come la curva 
sostegno, iperellittica (in particolare, ellittica). E vi saranno 2 w -f- 2 
gruppi trasformad in s^ dalla g\. 

2. Ricordiamo che una curva iperellitdca di genere p si pu6 sem- 
pre riferire alia curva piana : 

>^' = (X - fl,)(x _ flj . . . (x — fl.), 

essendo le a opportuni valori tutd disdnd, e i eguale a 2p -\- 2 
2 p -|" ^ • S^ questa le rette x == cost, segnano una g\ , i cui pund doppi 
si hanno dando alia x i valori a, se i = 2p -f~ 2 ; ovvero quesd e il 

valore 00, se i =: 2/> -f- ^* 

Inversamente, sia R{x) un polinomio di grado r, avente 2p-\-2 
o 2p -{- 1 radici a muldpliciti dispari, cosicch^ sari R (*) = [S(x)]^ ^W> 
ove r(x) (^ un polinomio di grado 2p -\- 2 o 2p -{- i a radici tutte 
semplici. La curva: 

(I) / = J?W 

[che i di ordine r, e ha un punto (r — 2)-plo nel punto airinfinito 
dell'asse delle y] condene una gl , segata dalle rette x = cost. ; essa ^ di 
genere p, perchc in corrispondenza birazionale, data dalle formule : 

y 



•) ENRiauEs, Un'osserva:(ione relativa alia rappresentaiionc parametrica ddle 
curve algebnche. [Questi Rendiconli, t. X (1896), pp. 30-35]. 

•*) Indichercmo sempre con yj una involuzione irrazionale (semplicemente in- 
finita) di ordine v; con iy una involuzione semplic inf. di ordine v sopra una retta. 
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coU'altra : 

r = nx'). 

Come subito si vede, suUa (i) i punri doppi della g[ si hanno da 
quei valori di x che ddnno punti cririci effetiivi pel radicale YR (x) J 
ossia dalle 2p -\- 2 radici a multipliciti dispari, owero dalle 2/> -f- i 
radici a multipliciti dispari e dal valore x = 00. 

Una corrispondenza biunivoca fra due curve iperellittiche di genere 
/) > I (distinte o coincidenti), dovendo riferire biunivocamente le due 
g[y induce fra le reite doppie una proiettivitA che trasforma Tuno nel- 
Taltro i due gruppi di punti di diramazione ; e viceversa una tal proiet- 
tiviti dd luogo a due corrispondenze biunivoche fra le due curve *). 

3. Si consideri la curva iperellittica di genere tc : 
(2) »' = (5 - «.)(5 - «0 ... a - a,,^J . 

Siano poi /(x), 9(x) due polinomi di grado v, senza radici co- 
muni (potendo pero uno di essi avere delle radici 00) ; eflfettuando sulk 
(2) la trasformazione : 

avremo la curva iperellittica : 

(3) /=nt/w-«''pwi- 

I 

Quesia cioh possicde una yj di genere w, riferibile birazionalmente 
alia (2), e rappresentata sulla retta doppia x dalla involuzione : 

Le equazioni /(x) — *i?(^) = o non hanno radici comuni; in 
generale esse avranno radici tutte semplici, e la (3) sard di genere 
wv -|- ^ — I- Ma pu6 darsi che vi siano delle radici multiple, nel qual 
caso il genere della (3) riesce minore. Precisamente I'equazione di grado 
(2% -|- 2)v : 

(4) Ut/w -«.?(*)] = 



pu6 avere delle radici a multipliciti pari (^2), e delle radici a multi- 



*) Segrb» loc. dt., n° 67. 
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plidd dispari (^ i); queste uldme, essendo pari il grado v(2v -f-2), 
saranno in numero pari 2/) -f- 2 [e ciascun fattore f(x) — a. 9(x) = o 
ne conterri un numero pari o dispari, secondoch^ v sia pari o dispari]; 
allora, per quanto si t detto al n^ 2, sari p il genere delk (3). 

Ricordiamo ora che se i pund muldpii di una II sono un punto 
p,-plo, uno p,-plo, ..., uno pj-plo (con Pi^2), si ha X(P.- — iy=2(y — i), 
quindi b ^2(y — i) e ^p. = a(v — i) + * ^ 4(^ — i) ; takhi nd 
nostro caso avremo: 

2p + 2^v(2ic-f a)^a/)4.2 + 4(v— i), 
donde : 

Del resto la limitazione a destra vale in generale pel genere tt di 
una fl su una curva di genere p^ e si deduce daila formula diZEUTHEK: 

^=2(/)— i) — 2v(^- i) 

che di il numero y dei pund doppi della y^, osservando che questo 
numero non pu6 esser negadvo. La limitazione a sinistra si pu6 anche 
dedurre da ci6 che su una curva iperellitdca di genere p il numero delle 
coppie comuni alia ^i e a una yi di genere ic deve esser finito (altri- 
mend la yi sarebbe composta colla ^^, e questo numero 6 •) : 

(6) C = v — I — p-j-vn, 

cosicch^ questa espressione non pu6 risultare negadva **). 

Le considerazioni fatte mostrano come si possano subito costruire, 
ed in infinid modi, curve iperellitdche contenend una involuzione (ip^ 
rellitdca) di ordine, genere e moduli assegnatL 

4. Nel precedente numero abbiamo studiato la trasformazionc ra- 
zionale della curva (2) nella (3). Faremo adesso vedere che questo si 



•) Castelnuovo, Alcunt osserva^ioni sulU seri$ irra^iongli, etc [Rend. Ace 
Lined, vol. VII, 2° sem. 1891, pp. 294-299]. 

••) Supposto per sempliciti che rinvoluzione /(x) — 5^(jc) = o abbia sdb da 
piinti doppi, Tequazione (4) avrk 2p -]- 2 radid semplid che danno i punti dop[n della 
gl suUa (3), e — -[v(2w-|- 2) — 2/> — 2] = v — i — /> -j- vtc radid doppie che 
danno appunto le coppie comuni alia y* c alia g\ Fuori dei gruppi/(jc) — QLjf(x)3so 

quella involuzione avri altri 2 (v — i) [v (2 tc -f- 2) — 2p — 2] ^p — i — v (it — i) 

punti doppi, ciascun dei quali di due punti doppi della y' , coniugati Bclk ^' . 
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pu6 riguardare come il caso generale della trasfiormazione razionale di 
una curva iperellittica, cio^ che : se una curva ipcrellittica C h in corri- 
sponden^a (v i) con una curva (iperellittica) K di genere w^ si possano C 
e K riferirt biunivocanuntc allt (3), (2), con una convtnitnU sctlta dtllt 
costanti cc e dd polinomi f, f . 

Possiamo anzicutto supporre C rappresentata dall'equazione : 

(7) y = i'w, 

ove P fe un polinomio ; allora la y^ contenuta in C 6 rappresentata sulla 
retta doppia x da una involuzione : 

(8) /(*)-59(x) = o, 

e le ascisse dei punti di un gruppo della y^ danno un gruppo di que- 
sta involuzione. 

Ora questa involuzione si pu6 riguardare (n° i) come Tente razio- 
nale doppio che rappresenta la curva K ; cosicchi se ai gruppi della yj 
trasformati in s6 della g\ ^ C corrispondon gruppi della detta involu- 
zione (8), dati dai valori a^ , a^ , . . . , a^^_^^ del parametro 5, si potri 
K riferire alia curva (2) ; e nella corrispondenza (i v) che risulta fra 
questa e la (7) a un punto della (2) di ascissa ^ corrispondono sulla 
(7) punti le cui ascisse sono le radici dell'equazione/(x) — $^(x) = o. 
Ma quest'ultimo fatto si verifica pure nella corrispondenza (i v) che in- 
tercede fra k (2) e la (3); ne segue che quest'ultima e la (7) sono 
in corrispondenza biunivoca, ove si dicano omologhi due punti corri* 
spondenti alio stesso punto di (2), e avend la stessa ascissa ; il che pro- 
va quanto si h affermato. 

5. Dalle precedenti considerazioni segue fadlmente il teorema : 
Condixione necessaria e sufficiente percbt una curva iperellittica di gt' 
nere p contenga una yj (iperellittica) di genere if t che coi 2p -{- 2 punti 
di diramaxione sulla retta doppia, contati ciascuno un numero dispari 
(\, i) di volte, ed eventualmente con altri punti, contati ciascuno un nu- 
mero pari (^2) di volte, si possano for mare 21c -|- 2 gruppi di una 
involu:(ione I^ della retta. 

La condizione i sufficiente. Infatti supponiamo che I'asse delle x, 
ove si rappresenta doppiamente la curva iperellittica C, contenga una invo- 
luzione /J , sodisfacente la detta proprieti. Allora se/(x) — «, ^ (x) = o, ... , 
/(x) — «aic-K2?W = ^ ^^^ i 2if -|- 2 gruppi di cm si parla neH'cnun- 
dato, k curva (5) ha sull'asse delle x (per quanto t detto al n'' 2) lo 
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stesso gruppo di pund di diramazione della Q onde t razionalmente 
idendca a questa. E siccome la (3) i in corrbpondenza (v i) coUa (2), 
cosl C conterri una involuzione y^, riferibile alia (2). 

Inversamente se C condene una y^ di genere 'k, si potri (n^ 4), 
con una conveniente scelta delle costand a e dei polinomi /(a), 9(x), 
riferire C alia (3) ; e sull'asse delle ;c il gruppo dei pund di dirama- 
zione di C sari proietdvo (n° 2) a quello della (3). Ma quest'uldmo 
sodisfa evidentemente (per quanto £ detto al n° 2) alia condizione di 
cui si parla nell'enunciato, quindi vi sodisferd il primo. II teorema ^ 
cosl dimostrato. 

£ facile vedere che se la yj ^ composta, se essa 6 ciod una y^ in 

una Yp(y = P-P)* ^^^ ^ ^ ^^^ "^il ^^ ^^* ^p'y ^ viceversa. 

6. Affinchi una curva iperellittica di genere p ammena una y^, 6 
necessario e sufficiente (pel teor. precedente) che i 2p -j- 2 pund di di- 
ramazione sulla retta doppia si distribuiscano in p ^ 1 coppia di una 
involuzione quadratica ; e queste dinno /> + i coppia della y^ . 

Si consideri allora la corrispondenza *) gl yj ; siccome y^ 6 trasfor- 
mata in s6 dalla g[, sari i[y[ = t[g[y e: 

talch^ quella corrispondenza ^ involutoria, epper6 di luogo a un'altra 

involuzione y* , che condene quelle /> + i coppia, ed 6 rappresentata 
sulla retta doppia dalla medesima involuzione quadradca. 

Siano tc, t: i rispettivi generi di y*, y* . I 2/> -f- -^ — 4^^ P^"^ 
doppi di y* formano [nota (2) a pag. 6] /> -|- i — 27c coppie di yj,c 
queste saranno perci6 coppie di yj ; inversamente una coppia comune a 
g[^ yj di due pund doppi di y*, poichd yj = ^* y^ . Ne segue per la (6): 

I — p -\- 21^ = p -{- 1 — 2t:; 
donde i^ -{- iz = p; quindi per le (5), se p i pari, sari 77=7? = -^; 

se dispari, sari uno dei due 7t, 77 eguale a , I'altro a ^-^ — **). 



*) Con g\ f^ indichiamo sia le involuzioni, sia le conrispondenze cui esse din 
luogo. 

*•) Si possono del resto trovarc i medesimi risuliati, osservando che se i 2^-f-2 
punti di diramazione formano />+ i coppia di una i^, la nostra curva si pu6, con una 
conveniente scelta delle a, riferire a ciascuna dcUc due y^ = (x* — '*n—(** — ^Jt-i) 
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7. Consideriamo una curva C di genere due ; siano a^a^ ... a^ 
le coordinate dei punti di diramazione P^P^ ... P^ suila retta doppia. 
Se C possiede una yi ellittica, esiste sulla retta doppia una /J, neila 
quale certi 4 gruppi G^, G,, G^, G^ contengono complessivamente i 
punti Py ciascuno a multiplicity dispari, e altri punti a niultiplicitd pari. 

Sia V pari. Possiamo escludere il caso che due dei gruppi G non 
contengano punti P; perch^ allora la II sarebbe composta*), onde, per 
Tosservazione in fine del n° 5, lo sarebbe la yi- Allora tre dei gruppi 
G, p. es. Gj, Gj, Gj, conterranno ciascuno due punti P; e G^ non ne 
conterrA alcuno. Consideriamo G^ : esso contiene due punti P coUe 
multipliciti 2fe-|-i, 2fe-)-i, e certi p punti coUe multiplicitd 2m,, 

^^ V— 2 
2 m,, . . . , 2m; sard 2A-)-i-}-2fe + i + 2-2^i = '^>^Pi^ > 

il segno = valendo solo st h = k = o, m, = m^ = • • • = m = i. 
Quindi le multipliciti dei punti comenuti in G^ vanno computate nel 
Aumero totale 2(v — i) dei punti doppi della II per : 

2/, + 2* + I(2m, - = V _ (p + 2) ^^^ 

uniti; e analogamente dicasi per G,, G^. H gruppo G^ conterri certi 

Zv 
2«. = V, a^ — ; 

il segno = valendo solo se «, = n, = • • • ^ «^ = i. Cosicchi le 
multipliciti dei pund di G^ debbono computarsi nel numero dei punti 
doppi per : 

uniti ; e quelle dei punti di tutti e 4 i gruppi G per : 

N N^ 3 = 2V — 3 

uniti. n segno eguale vale solo se i punti contenuti a multipliciti dispari 



y*s=fx^ — aJY..(x* — a* ,)x*,che sono in conispondenza (21) rispettivamente 
coUe due: V = (5 — aj)...(5 - aj^,), 7i» = (J - aj)...(5 - aj^,)l Si noti che 
la distribuzione dei punti di diramazione in coppie di una /] pu6 anche awenire in 
pid modi, e corrispondentemente esistere piti coppie di fl . 

*) Se Fj , r, sono due gnippi di p punti di una retta, la /' determinata da 
a r, , 2 r^ fc, nella /' determinata da T, , T^ , quella /^ che ha F, , F, per dementi 
doppL 
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in ciascuno di quel quattro gruppi sono semplici, e quelli a moltipliciti 
pari son doppi. Ma, se ci6 non fosse, risulcerebbe, come £ facile veri- 
ficare, N > 2 v — 2. Possiamo quindi dire cbe : 

Condi:^ionc nccessaria e sufficienU perchi una curva di genere due 
possegga una involuT^ione ellittica di ardinc v pari t cbe esista stdla retia 
doppia una I^ , nella quale tre gruppi conUngano ciascuno due dci punti 

V — 2 . V , 

di dirafnaxiont e punti doppi, e uno conienga — punii doppi. 

2 2 

Con analoga discussione si trova che: 

Condi^ione necessaria e sufficienU percbt una curva di genere due 
possegga una involu^ione ellittica di ordine v dispari t cbe sulla relta doppia 
esista una involu^ione I^ , nella quale un gruppo contenga tre punti di di- 

rama:^one e ^ punti doppi, e tre gruppi conkngano ciascuno uno dei 

V — I 

rimanenti punti di diramaxione e pun^ doppi. 

jt 

Sotto questa forma appunto Humbert, nella memoria citata a prin- 

cipio, enuncia le condizioni perchi b curva y*=(x — tf,)(x — aj...(x — flj 

possegga un integrale di i* specie ridudbile ad eilitdco *). 



Pisa, 5 febbnio 1905. 



RUGGIERO TORELLI. 



ffx) 
•) La sostituzione razionale S = ^ v trasforma un inte^ale di i* specie an- 

(p(x) ^ ^ 

nesso alia (2) in uno (di i' specie) annesso alia (3). Cfr. a proposito GouRSAT, Sur 
la reduction des intigrales hyperelliptiques. [BuU. de la Sodit^ Math, de France, t XIII, 
(1884-85), pp. 143.162]. 



EIN BRIEF VON CARL WEIERSTRASS 

Ober 

DAS DREKORPERPROBLEM. 

Herausgegeben von Georg Cantor, in Halle a. d. Saale. 



Adttiunia del 9 aprile 1905. 



Auf Wunsch von Freunden, die ich das Vergnugen hatte auf dem 
im August 1904 tagenden III. Internadonalen Mathematiker-Congress in 
Heidelberg zu sehen, publicire ich aus meiner in die Jahre 1876 bis 
1 89 1 fallenden Correspondenz mit C. Weierstrass den Wortlaut des 
letzten an mich gerichteten Briefes. Ich erhielt ihn gegen Ende der Zusam- 
menkunft der deutschen Naturforscherversammlung im September 1891 
zu Halle a. d. Saale, auf welcher die « Deutsche Mathematiker-Vereini- 
gung» formell constituirt worden ist. 

Die Eintheilung des Briefes in 9 Abschnitte habe ich zwecks bes- 
serer Uebersicht selbst gemacht. 

In den Abschnitten 2, 3, 4, 6, 7 wendet sich Weierstrass mit 
Energie wider den von mehreren Seiten gegen ihn erhobenen Vorwurf, 
als hatte er die auf das Dreikorperproblem bezugliche Preisfrage des 
Konigs OsKAR von Schweden und Norw^en so gestellt, dass sie « in 
der verlangten Form Unmdgliches fordere». 

Im Abschnitt 5 erfahren wir, dass Weierstrass einen diruten Be- 
tueis fur die Ldsbarkcit im seincrsdts fixirten Sinne den Herren Ch. Her- 
MiTE und G. Mittag-Leffler s. Z. mitgetheilt hat. Es wurde gewiss 
von alien Freunden unserer Wissenschaft mit Dank begrusst werden, 
wenn Herr Mittag-Leffler diese Arbeit des beriihmten Meisters baldigst 
publiciren mdchte. 

Denn die genialen Bemiihungen des Herrn H. PoiNCARife scheinen 
bis jetzt das von Weierstrass gesetzte Ziel noch nicht erreicht zu haben, 

Jtmi. Gt*. Maiim, FmUnmo, t. XIX (1905). — Sumpato il 29 aprilc 1905. |f 
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obgleich die Hulfsmiuel der analydschen Funcdonentheorie sowohl durch 
Herrn PoiNCARi selbst, wie auch durch andere hervorragende Geometer 
seit 13 Jahren bedeutend erweitert worden sind. 

Vielleicht werden die Mathemariker, wenn ihnen einmal die von 
Weierstrass selbst gelieferte Fundamenrirung seiner, wie mir scheint, 
allein richdgen Fragestellung bekannt werden wird, ihre Anstrengungen 
verdoppeln und in nicht mehr ferner Zukunft das beruhmte matbema- 
dsch-astronomische Problem, um das es sich hier handelt, bewaltigen. 

Hier der Brief! 

Halle a. d. S., den 17. Januar 1905. 

Georg Cantor. 



Berlin, den 26, Sept. 1891, Abends. 

« Sehr geehrter Herr College, 

I. « Das Telegramm, mit dem die in Giebichenstein *) versammelten 
« Mathematiker mich beehrt und erfreut haben, ist mir zu spat zugekom- 
(( men, als dass ich hatte hofFen konnen, es werde eine tel^raphische 
« Anr^'ort darauf noch rechtzeitig eintreffen, um alien Betheiligten fur 
« die mir bewiesene Aufmerksanikeit meinen herzlichen Dank kund zu 
« geben. Morgen aber werden die Festtheilnehmer schon nach verschie- 
(( denen Richtungen bin auseinander gegangen sein ; ich ziehe es daher 
(( vor, bloss an Sie zu schreiben und Sie zu bitten, wenn sich Ihnen 
(( Gelegenheit bietet, noch einigc Mitglieder der Vereinigung zu sehen, 
« denselben zu sagen, dass sie mir durch ihre freundliche Begriissung 
<( eine wirkliche Freude bereitet haben. Mein Befinden ist den ganzen 
« Sommer iiber bis zum gegenwardgen Augenblick so wenig befriedi- 
(( gend gewesen, dass ich auch nicht entfernt daran denken konnte, nach 
(( Halle zu kommen. Es ist mir aber auch nicht moglich geworden, einen 



•) Ein Vorort von Halle a. d. S. [G. C.]. 
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« bereits angefangenen Aufsatz, der sich vielleicht zum Vortrag geeignet 
« hatte, zu Ende zu fiihren *). 

2. « In der letzten Zeit sind mehrere Besprechungen der Poinca- 
« Ri'schen Preisschrift erschienen (die eingehendste ist die von Nother), 
« welche in mehreren wichrigen Puncten prinzipielle Irrthiimer enthalten, 
« welche als solche nachzuweisen und zu berichtigen, vor allem ich wohl 
« die Verpflichtung hatte. Es wird namlich behauptet, dass die Frage, 
« auf welche sich PoiNCARfe's Schrift bezieht, in der verlangten Form 
« gar nichi zu beantworten sei ; es sei unmoglich, die Coordinaten der 
« einander nach dem NEWTON'schen Gesetze anziehenden materiellen 
« Punkte durch bestandig giiltig bleibende und gleichmassig convergirende 
« Reihen, in denen die einzelnen Glieder eindeutige Functionen der Zeit 
« sind, auszudriicken — es seien iiberhaupt diese Coordinaten keine ana- 
« Ijtischtn Functionen der Zeit. 

(( Da ich die Preisfrage gestellt habe und auch die Fassung von mir 
« herriihri, so wiirde, wenn das Vorstehende begriindet ware, mich ein 
a schwerer Vorwurf trefFen ; ich wiirde eine Preisfrage gestellt haben, 
« ohne sicher zu sein, dass sie nicht an sich Unmogliches fordere. 

3. (( Ich hatte mich begniigt, urn die Moglichkeit einer Losung des 
« «-K6rperproblems in der verlangten Form nachzuweisen, die bekannten 
« Mittheilungen Kronecker's iiber Dirichlet*s auf die Dynamik sich 
« beziehenden Arbeiten anzufiihren. 

4. c( Kronecker laugnet, dass aus den Aeusserungen Dirichlet's 
ft die von mir gemachten Folgerungen sich ziehen lassen. Darin irrt er 
« sich, wie er eigentlich selbst zugiebt. 

5. (( Indessen hatte ich fur die Zulassigkeit meiner Annahme uber 
a die Form, in der das in Rede stehende Problem zu losen sei, auch einen 
« einfachen direkten Beweis ausgearbeitet, den ich auch den anderen Kom- 
« missionsmitgliedern (Hermite und Mittag-Leffler) s. Z. mitgetheilt 
a habe. Selbstverst^ndlich konnte ich aber nicht behaupten, dass die ge- 
es suchten analytischen Ausdriicke sich mit den vorhandenen Hiilfsmit- 
« teln wirklich hersttlltn liessen, wenn es mir auch gewiss war, dass 
ft dies ausfiihrbar sein werde, wenn Dirichlet wirklich das gdeistet hat, 



*) Nach dem was im Abschnitte 8 dieses Briefes steht, ist zu vermuthen, dass 
Weierstrass in diesem Vortrag nichts anderes beabsichtigte, als eine Skizze des itn 
Abschnitt 7 erwihnten, den Herren Hermite und Mittag-Leffler dngesandten 
Beweises. [G. C.]* 
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c was Kronbcrer angiebt, was aus seiner Mitdieilung in den Sitzimgs* 
cberichten des Jahres 1888 nicht mehr so imbedingt zu entnehmen ist, 
cals aus der KuMMBR'schen Gedichtnissrede *). 

6. ... ^ Das Wesen solcher analydschen Gebilde im Gebiete zweier 
« Ver^nderlichen, welche die EigenthumUchkeit darbieten, dass jedem 
« Werthe der einen nicht nur unendlich viele Werthe der andem ent- 
c sprechen sondern dass diese auch — nach Hirer Ausdruckswdse — eine 
c iiberall dichte Punktmenge bilden, scheint in der That manchen Mathe- 
« madkern gar nicht klar geworden zu sein. Da ist es nun leicht zu 
« sagen^ solche Gebilde sind gar keine analjmschen ; wobei man aber nicht 
« bedenkty dass sie nicht etwa Ausnahmen, sondern vielmdir die R^el 
« bilden und dass mit ihrer Ignorirung z. B. eine Theorie der durch 
« algebraische Gleichungen definirten Funcdonen unmoglich wird. 

7. a Der Hauptirrthum aber, den man b^eht, besteht darin, dass 
« man nicht unterscheidet zwischen einem Werthe, den eine Verander- 
« liche ihrer Deiinidon gemass annehmen kann und einem solchen, dem 
« sie nur unendlich nahe kommen kann. Die Erkennmiss, dass eine solche 
« Unterscheidung nothwendig ist, geht aber nur dem auf, der einen 
« richdgen Begriff von einer irradonalen Zahlgrdsse hat 

8. a Ich hatte mich iiber die im Vorstehenden beriihrten Punkte 
« gem einmal ausfiihrlich ausgesprochen ; es reichten aber meine Krifte 
a nicht aus, um meine Gedanken mit der fur einen Vortrag erforderiichen 
« Kurze pricis und klar zum Ausdruck zu bringen. 

9. « Das Vorstehende soil Ihnen indess beweisen, dass ich ernstlich 
« daran gedacht habe, wenigstens als Abwesender mich an den Ver- 
« handlungen des Vereins, dem ich bestes Gedeihen wunsche zu be- 
« theiligen. 



Ihr hochflchtiingsvoll ergebener 

Weierstrass ». 



•) (auf Dirichlbt). [G. C.]. 



SUR L'EXTENSION DU TH£0R£ME DES ACCROISSEMENTS 
FINIS AUX FONCTIONS ANALYTIQUES D'UNE VARIABLE 
COMPLEXE. 

Par M. D. Pompeiu, i Paris. 



Adunania del la febbrajo 1905. 



Le thtor^me des accroissements finis a 6t6 itendu par M. Darboux 
(Journal de Math^madques, 1S76) aux fonctions d'une variable complexe. 
Mais, dans cette extension, on ne consid^re que les points situ^s sur un 
segment rectiligne : on pent done dire que Textension de M. Darboux 
est relative aux fonctions complexes d'une variable r^elle. Elle ne suppose, 
en aucune fa^n, que la fonction complexe soit analytique; elle ne sup- 
pose meme pas que cette fonction soit d^finie en dehors du segment 
rectiligne sur lequel on raisonne. 

Je me propose d'indiquer, dans cette Note, une extension du thio- 
r^e des accroissements finis, dans laquelle le caract&re analytique de la 
fonction de variable complexe soit nettement impliqu6. 

Les conditions dans lesquelles je me place sont assez pardculi^res 
mais mon but est de montrer seulement comment, dans des conditions 
pr&ises, on pent itendre aux fonctions analytiques le thtorSme des ac- 
croissements finis, sous la forme mSme qu'il a dans le cas des fonctions 
r6elles d'une variable r^elle. 

Soit f(x) une fonction analytique holomorphe dans une certaine 
r^on R. Je prends un point ^^^ inc6rieur i R ct tel qu'en ce point la 
dtmit f (7^ soit diflfirente de z4ro. 

On peut d&:rire du point ^^^ , comme centre, un cercle C jouissant 
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de la propri^t6 suivante : i deux points diflF(^ents, pris dans C, correspon- 
dent deux valeurs diSi^rentes de la fonction fQQ. En effet, supposons 
que cela ne fAt pas possible. Alors, dans tout cercle C, de centre :^^, 
si petit que fiit son rayon, on devrait trouver au moins deux points :(' 
et :^" tels que f(X) =/(^")- Mais cela conduit i /'(O = ^» ^^ V^ 
est contraire i Thypothfese. 

Soit maintenant (g) un contour simple ferm^, d^rit dans Tint^rieur 
de C autour du point ;^, et tel que le contour correspondant (G) d&rit 
par le point Z = f(X)y autour du pomt Z^ = /(0> ^^^^ ^° cercle. 

II est facile de voir qu'entre les domaines ^ et G existe, au moyen 
de la fonction /(0> ^^^ correspondance univoque et riciproquc. [Comp. 
PiCARD, Train d' Analyst (i*'* Edition), II, page 280]. A tout point i^ 
pris i Tintirieur de {g) correspond un point Z intirieur 4 (G) et un 
seul; r&iproquement, i tout point Z intirieur i (G) correspond un 
point I dans (jf) et un seul. 

Ces pryiminaires 6tant itablis, soit F(X) une fonction analytique 
telle que 

Dans le domaine {g) je prends deux points a et ^ et je suppose 
que le segment rectiligne ab est tout entier intirieur au domaine {g). 

Formons le rapport 

F(a) - F(b) 

a-b 
Je dis qu'il existe dans (J) un point c tel que 

En effet, supposons qu'il n'en fiit pas ainsi. Alors le point 

^^ Fia)-F(b) 
a — b 

devrait 6tre en dehors du cercle (G); car, s'il 6tait dans G l'6galit6(i) 
aurait lieu en vertu des hypotheses faites, au § pr&Went, sur la corre- 
spondance entre les domaines (jf) et (G). 

Je vais montrer maintenant que Thypoth^se d'apr^ laquelle le point 
C est en dehors du cercle (G) est inadmissible. 
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Pour cela je considfere le point 

On a 
Fjd) - Fjb) ^ j_ F Fja) - F(a,-) F(a,) - F(b) l 
a — b 2L fl — fl, ^j — b J 

Posons 

_ Fja) - F(a,) ^. _ F(a,) - F(fc) 

^' - j^^^; ' ^« ~ a. - i • 

Un des points C[ et C/ est au moins aussi iloigni dc Z^ que le 
point C. Cela se voit tout-de-suite si Ton reprisente, sur le plan de la 
variable complexe Z, les points Z^, C, C[ et C[. 

SupposonSy pour fixer les idies, que c*est le point C/ qui est au 
moins aussi doign^ de Z^ que C. Done, si Ton pose 

|C-ZJ = A, 
on doit avoir 

\c: - zji ^ A. 

Cette in^galit^ 6tant 6tablie, consid^rons maintenant le point 

On a 

' a — a, 2 L ^ — ^, ^a "" ^1 J ' 

Posons 

r' _ F(fl) — F(0 ^, _ F(flJ — F(0 



a — a^ * a^ — a. 



Un des points C\ et C[ est au moins aussi iloigni de Z^ que C\ . 
Supposons que c*est le point C[\ alors 

IQ-ZJXA. 

On prend maintenant le point 

et Ton ripfete le raisonnement fait pour les points a^ et a^ ; on obtient 
ainsi un point que, pour fixer les id^es, je d^igne par C et tel que 

lc;-zi^A. 

On pent continuer ainsi indifiniment. Mais, on observe que par ce 
raisonnement on obtient: dans le domaine (^) une suite d'intervalles 

(a, b\ (a, fl,), (a, , aj, . . . 
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et, dans le plan de la variable Z, one suite de pcmits C^ C[ , C^, . . . 
tons ext^rieurs au cercle (G) d^rit aucour du point Z^. 

Les intervalles (a, b)y (a, , a), . . . jouissent des propri^t^ suivantes : 

I ^ un intervalle quelconque fait partie de I'intervalle qui le pr^c^e ; 

2^ sa longueur est ^gale i la moiti^ de celle de I'intervalle qui le 
pr^c^de imm^diatement. 

Dans ces conditions les intervalles (a, ft), (tf, «,), . . . tendent vers 
un point limite w, intirieur i (g); les points C, C,', ... tendent vers 
un point U = f(u) et tel que 

Mais cela est absurde puisque le point u 6tant intirieur i {g) le 
point U = f(u) doit aussi £tre int^ieur au cercle G. 

Done Thypoth^e faite est inadmissible et le thtorime annonci se 
trouve d^montr6. 

S3. 

On a pu voir, par ce qui pr^cMe, que la plupart des hypotheses 
faites ne sont pas indispensables pour la validity de la demonstration. 
Par exeniple, le contour (G) au lieu d'etre une drconftrence pourrait 
£tre une courbe convexe quelconque. Mais pour s'affranchir de toutes 
les conditions restrictives et non-essentielles il faudrait une ttude qui 
dtpasserait le but de cette petite Note. 

Remarquons, pour terminer, que la mithode pr^cidente convena- 
blement niodifi6e peut ^tre eniployie pour d^montrer le thioreme des 
accroissements finis dans le cas des variables r^elles. 

Mais on peut objecter que cette demonstration est indirecte. En eflPet, 
pour les variables r^elles on peut faire mieux. J'ai trouvt depuis longtemps 
une demonstration directe et qui presente, sur la demonstration dassique 
d'OssiAN Bonnet Tavantage suivant: au lieu de reposer sur le cas par- 
ticulier qu*est le theoreme de Rolle, elle s'applique au cas general et le 
iheorcme de Rolle se deduit ensuite comme cas particulier. 

Cette demonstration sera publiee prochainement. 

S4. 

Dans une These Sur la coniinuiii des fonctions ifnaginaires, presentee 
i la Facuhe des Sciences de Nancy en 1865, M. H. Laurent a donni 
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(page 12) une proposition qu'on peut consid^rer comme la generalisation 
du thiorteie de Rolle. 

Voici la proposition de M. Laurent: 

Un point nt peut passer d'un '^iro de f{jO d un autre :i^Sro, en se 
mouvant dans le plan, sans rencontrer en chemin une courbe d'igal module, 
le long de laqutlle f (:^) passe par %lro. 

Une courbe d'igal module est d^finie par T^quation 

1/(01 = «>°st. 



Paris, 5 ffevrier 1905. 



D. POMPEIU. 
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NOTE SUR UNE FORMULE DE M. SCHOUTE. 

Par M. Arthur Berry, i Cambridge (Engl.). 



AduiMDi« del a6 mario 190$- 



M. ScHOUTE a public dans ces Rendiconii (t. XIX, pp. 156-160) 
une generalisation polydimensionale de la formule *) pour le moment 
d*inertie d'un tetraidre par rapport i un plan. II emploie un precede in- 
direct, « la demonstration par le calcul direct etant trop laborieuse ». 
Je trouve cependant que, si Ton emploie Ics coordonnees homogenes, 
le calcul direct est assez simple. 

Soient, dans un espace E^ i n dimensions, 5, > 5a> ... ^^.^i ^^ 
coordonnees homogenes, telles que $, + ••• -f'^«-n = ^ ^ 4^^ Tinte- 
rieur d'un simplexe S^^, est defini par les inegalites: 5,>o, ... $,_^, >o. 
Soient en outre y^^ ... y^_^^ les distances des sommets du simplexe i 
un espace E^_^ . 

La distance d'un point i E^_^ est alors >, S, + * " ' "I" ^--hi 5«-f-, > ^^ 

le moment d'inertie est M ^ / (>'i^i + '•• "^ Jn^x^n^y '^'^*y ^^ ^^ 

est un element de volume. En consequence de la symetrie cette expression 
est ^le k 

oii 



•) M. ScHOUTE attribue cette formule i M. G. CbsAro, mais elle a M bien 
connue, au moins en Angleterre, depuis longtemps par tous ecus qui s*int6ressent i la 
dynamique dcs corps. Elle se trouve par exemple au commencement du trait6 dassique 
de M. RouTU, dans la seconde ^didon (1868) et dans toutes les 6didons suivantes. 
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Or, avec les coordonnies rectangulaires x, , . . . x^ , 

dv =^ dx^ ... dx^; 

et parce que les x sont des fonctions liniaires de n des variables 5, par 
exemple de 5, > . . . 5„ > on trouve 

oii C depend seulement des relations entre les deux systfemes de coor- 
donn^es $ et x, et les intigrales doivent fitre prises pour toutes les valeurs 
positives des variables $,, ... $^, pourvu que $, + ••• -}" 5* <C i- 
Pareillement le volume est 



= cfj ... di, ... dl, 



V 

avec les monies limites. Done 

a ^V = (p(2, o) -^ ?(o, o) b^ V= (p(i, i) -^ 9(0, o). 



oCi 



Mais <p(r, 5) est un exemple particulier d'une int^grale c616bre de 
DiRiCHLET, et par consequent 

9(r, s) = V(r + i)rO + i) ^ r(r + 5 + « + i). 
Done 

a ^ f- = r(3)r(« + 1) H- r(« + 3) = 2 -4- (« + i)(« + 2); 
i -- f- = r (n + I ) -- r (« + 3) = I -- (« + 1) („ + 2), 

et enfin 

2V 

ce qui est la formule de M. Schoute. 

II est Evident que la m£me m^thode s'applique aux integrates plus 

ginirales j X^ Y' Z^ ... dv, o\i X, F, Z ... sont les distances d*un 

point du simplexe 5,^, i plusieurs espaces f^, , f^^, .... 

Cambridge (Engl.)» 3 mars 1905. 

Arthur Berry. 



CIRCOLO MATEMATICO PI PALERMO. 

ESTRATTI DAI VERBAU DELLE ADUNANZE *) 

(06 dicambre 1904 — 98 aprile 1905). 



ADUNANZA DEL 25 DICEMBRE 1904. [418*]. 

(Pretidcnia del Pretidente Alboggiani). 

CorriBpondenza. — I signori: Dr. A. Brambilla e Dr. M. Martonb si di- 
mettono da soci del Circolo. — I signori Boutroux, FoufiT e Hermann ringraziano 
per le loro nomine a sod del Circolo. 

Ammissiom. — Sono eletti sod del Circolo i signori: Dr. Luigi Brdsoiti 
(Pavia) [344], proposto dai sod Berzolari e Gucda ; Dr. Gustavo Sanmia (Torino) 
1 345 1, proposto dai Sod D'Ovidio e Torclli; Dr. Umberto Sbrana (Pisa) [34^], 
proposto dai soci Torelli e Venturi; Prof. Dr. Pieter Hbndrik Schoute (Groningen) 
[347J, proposto dai sod Albeggiani e Gucda. 

Memorie e Gomunicazioni. 

SBRANA : / sistemi ciclici tullo spa^io euclideo ad n dimensionu 



ADUNANZA DELL'S GENNAJO 1905. [4i9»]. 

(Presideni« del Prcsidentc Albeggiani). 

Gorrispondenza. — I signori : Prof. F. P. Ruffini, Ing. O. Zanotti-Biamco, 
e b sig.na Dottoressa G. M. Caldarera, si dimettono da sod dd Circolo. — II 
Dr. L. Brusotti e il Dr. G. Sannia ringraziano per le loro nomine a sod dd Qrcola 

AmmissionL — Sono detti sod del Circolo i signori: Dr. Tommaso Boggio 
(Torino) [348], proposto dai soci Morera e Segre; Dr. Niccol6 Giampagua (Ca- 
tania) [3491, proposto dai sod Marletu e Guccia; Prof. Dr. Friedricu Schur (Karls- 
ruhe) [3501, proposto dai sod Albeggiani e Gucda; Prof. Francesco Siacci (Na- 
poli) [351], proposto dairUfficio di Presidenza. 

Memorie e Gomunicazioni. 

ORLANDO: Sulla diformaiione di un solido isotropo Umitato da dug piani parol- 
leli, per tensioni super ficiali date, (Nota addizionale). 

GULDBERG : Sur Us communs multiples des expressions liniaires aux diffirences 
fifties. 



ADUNANZA DEL 22 GENNAJO 1905. [420*]. 

(Presidenia del Presidente Albeggiani). 

Gorrispondenza. — II Dr. T. Boggio e il Prof. Dr. F. Schur ringraziano per 
le loro nomine a sod dd Circolo. 

Ammissioni. — Sono eletti sod del Circolo i signori : Prof. Dr. Paul Gordak 
(Eriangcn) [352], proposto dall'Uffido di Presidenza ; Prof. Dr. Fsux Klein (Gdttingen) 



*) Pei verbali precedenii, vedi: t. 1, pp. i-a8, 45*88, 119-1^6^ 379-39©; «• ^h ??- 77-9^* i$». 184-181, 

t. Ill, pp. ^30-235, 173-278; t. IV, pp. 63-72, 275-286; t. V, pp. 279-288, 319-324; t. VI, pp. i$j-i64; 

t. VII, pp. 37-48, 309-312; t. Vlll, pp. 166-168; t. LX, pp. 263-272; t. X, pp. 38-40; «• XI, pp. 181-188; 

I. XII, pp. 307-311; t. XIII, pp. 374-380; t. XIV, pp. 303-312; t. XV, pp. 1S8-160, 369-370; t. XVI, 
pp. 294-296; I. XVII, pp. 168-172, 386-389; I. XVUI, pp. 199-204, 221-223, 386-389. 
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[353]) proposto dairUfficio di Presidenza; Prof. Dr. Adolf Krazer (Karlsruhe) [354], 
proposto dai soci Albeggiani e Gucda; Francois-Louis Mange (Paris) [3 5 5 J, proposto 
dai soci Albeggiani e Gucda ; Dr. Niels Nielsen (K6benhavn) [356], proposto dai soq 
Pincherle e Guccia ; Prof. Dr. Hieronymus Georg Zeuthen (Kbbenhavn) [357], 
proposto daU'Uffido di Presidenza. 



ADUNANZA DEL 12 FEBBRAJO 1905. [421*]. 

(Presidenza del Pretidente Albeggiani). 

Corrispondenza. — II sig. F.-L. Mange ringrazia per la sua ammissione a sodo 
del Grcolo. 

Ammissiom. — Sono eletti sod del Circolo i signori : Prof. Dr. V" Robert d* 
Adh^mar (Lille) [358], proposto dai sod deMontessus e Volterra; Prof. Jos6 G. Alva- 
rez Ude (Zaragoza) [359J, proposto dai sod de Galdeano e Gucda ; Ing. Pietro Cami- 
NATi (Cagiiari) {360J, proposto dai sod Albeggiani e Gucda; Dr. Mineo Chini (Ge- 
nova) [36 1 J, proposto dai sod Giani e Tedone; Dr. Francesco Aurelio Dall'Acqua 
(Venezia) [362], proposto dai soci Cattaneo e Gucda; Dr. Francesco D'Amico (Ad- 
reale) [3 63 J, proposto dai sod Marietta e Gucda; Prof. Dr. Henri Fehr (Geneve) 
[364]) proposto dai sod Albeggiani e Gucda; Dr. Alessandro Ferrari (Torino) 
[3^5]» proposto dai sod Fano e Segre; Dr. Giacinto Guareschi (Torino) [366J, 
proposto dai sod Fano e Segre ; Prof. Dr. Jules KOnig (Budapest) [367], proposto 
dall'Uffido di Presidenza ; Prof. Dr. Leo Koenigsberger (Heidelberg) [368J, proposto 
dall'Uffido di Presidenza ; Dr. Ernesto Laura (Torino) [369], proposto dai sod Mo- 
rera e Sannia ; Dr. Marino Pannelli (Roma) [370J, proposto dai soci Castebuovo 
ePitlarelli; Dr. Angelo Pensa (Torino) [371 J, proposto dai sod Fano e Segre; Di. 
D^^TRE PoMPEiu (Paris) [372J, proposto dai sod Albeggiani e Guccia; Prof. Dr. 
Friedrich Prym (Wurzburg) [3 73 J, proposto dai sod Krazer c Gucda; Dr. Giuseppe 
Repetto (Sassari) [374J, proposto dai sod Gigli e Gucda; Girolamo Settimo, 
Prindpe di Fitalia (Palermo) [375], proposto dai soci Albeggiani e Guccia; Prof. Dr. 
WiLHELM WiRTiNGER (Wien) [376], proposto dall'Uffido di Presidenza; Dr. Wiixiam 
Henry Young (Cambridge, Engl.) [377], proposto dai sod D'Ovidio e Segre. 

Riammissioni. — Dietro sua domanda, a* sensi dell' Art. 9 dello Statuto, Ting. 
Antonino La Manna (Palermo) [44] h riammesso sodo del Circolo. 

Memorie e Comunicazioni. 

NOBILE : Sullo studio intrinsuo delU curve di caccia, 

BOGGIO : Sulle funiioni di Green d'ordine m, 

POMPEIU : Sur Vextension du thhrhne des accroissenunts finis aux fonctions 
analytiques d'une variabU complexe. 



ADUNANZA DEL 26 FEBBRAJO 1905. [422*]. 

(Presidenza del Pretidente Albeggiani). 

Corrispondenza. — I signori Alvarez Ude, Ferrari, Guareschi, Koenigs- 
berger, Pannelli, Pensa, Settimo di Fitaua e Young ringraziano per le loro no- 
mine a sod del Circolo. 

ionL — Sono eletti sod del Gicolo i signori: Prof. Dr. Andrew Rus- 
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SELL Forsyth (Cambridge, Engl.) [378], proposto dall'Uffido di Prcsidcnza ; Prof. Dr. 
GusTAV KoHN (Wien) [3 79 J, proposto dall*Ufficio di Presidenza ; Dottoressa Laura 
PiSATi (Roma) [380J, proposta dai sod Burgatti e Marcolongo ; Dr. Ruggiero Torelli 
(Pisa) [381], proposto dai sod Bertini e Gucda. 

Memorie e Gomunioazioiii. 

TORELLI (R.): SulU involuiioni irraiionali nslU curvi iptrellittich€. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 5 MARZO 1905. [423']. 

(Pretidenxa del Pruidente Albeggiani). 

Gorrispondenza. — II Dr. M. Chini ringrazia per la sua tiomina a sodo dd 
Circolo. 

Ammissioni. — Sono eletti sod dd Circolo i signori : Prof. Dr. William Fogg 
Osgood (Cambridge, U. S. A.) [382], proposto dall'Uffido di Presidenza ; Ing. Mi- 
CHELE PiNTACUDA (Palcmio) [383], proposto dai soci Albeggiani e Gucda. 

Memorie e GomunicazionL 

PANNELLI : Sui sisUnti lineari triplatn^nte infiniti di curve tracciati sopra una 
superficie algcbrica. 

ENRIQUES : SuUe superficie algebricbe di geturc geomelrico lero. 

Bilanci. — Esposizione ed approvazione dd Conto Consuntivo ddV Escrci\io 1^4, 
rcso dai Tesorierc, e dd Bilancio di previsione per VEserci^io i^s- — Su proposta dcl- 
I'UfRdo di Presidenza si dclibera un voto di ringradamento al socio Prof. Gucci a pd 
sussidio di L. 1000 da questi elargito onde prowedere alle maggiori, eccezionali sptrse 
sostenute dalla Society nell'l^scrcizio 1904. 

RendicontL — Su proposta ddl*Uffido di Presidenza si delibera di limitare fino 
al 31 dicembre 1905 la facilitazione consentita ai Sod con la dehberazione del 12 gen- 
najo 1890 (t. IV, pp. 63-64) «di acquistare per una sola volta al prezzo ridotto di 
lire sei i volumi dei Rcndiconti pubblicati prima ddla loro ammissione», salvo a deter- 
minare in altra seduta il nuovo prezzo pci Soci. 



ADUNANZA DEL 12 MARZO 1905. [424']. 

(Presidenza del Prcsidente Albeggiani). 

Ammissioni. — £ clctto sodo del Circolo il signor : Dr. John Eiesland (An- 
napolis, U. S. A) [3841, proposto dai soci Halstcd e Gucda. 

Riammissioni. — Dietro sua domanda, ai sensi delPArt. 9 dello Statuto, il Dr. 
Giovanni Vailati (Firenzc) [203] 6 riammesso sodo del Circolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

SANNIA : Trdsformaiione di Combescure ed altre analoghe per le curve storie. 



ADUNANZA DEL 26 MARZO 1905. [425*]. 

(Presidenza del Prcsidente Albeggiani). 

Gorrispondenza. — U Dr. G. Repetto ringrazia per la sua nomina a sodo 
Circolo. 

Ammissioni. — Sono eletti sod del Circolo i signori : Dr. Gaetano Pietra 
(Padova) [385], proposto dai sod Levi-Gvita e Dali*Acqua; Prof. Dr. Gborg Cantor 
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(Halle a. d. S.) [386], proposto dairUfficio di Presidenza; Dr. Arthur Berry (Cam- 
bridge, Engl.) [387], proposto dai soci Albeggiani e Guccia ; Prof. Dr. Jakob LOroth 
(Freiburg i. Br.) [388J, proposto daH'Ufficio di Presidenza ; Prof. Dr. Jakob Rosanes 
(Breslau) [389], proposto dall'Uffido di Presidenza; Prof. Dr. Arnold Emcu (Boulder, 
U. S. A.) [390], proposto dai sod Newson e Gucda ; Prof. Dr. Mellen Woodman 
Haskell (Berkeley, U.S.A.) [391 J, proposto dai sod Newson e Gucda; Prof. Ben- 
jamin Franklin Finkel (Springfield, U. S. A.) [3 92 J, proposto dai sod Halsted c 
Gucda. 

Riamxnissioni. — Dietro sua domanda, a* sensi dell'Art. 9 dello Statuto, Ting. 
Prof. Michele Capit6 (Palermo) [9J 6 riammesso sodo del Grcolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

ADH£MAR (d') : Sur une iquation aux dlrivUs partUlles du type hyperbolique. 

BERRY : Note sur une fortnule de M. Schoute. 



ADUNANZA DEL 9 APRILE 1905. [426*]. 

(Presidenza del Presidente Albeggiani). 

Gorrispondenza. — II Dr. G. Sannia ringrazia per la sua nomina a sodo del 
Circolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

CANTOR (G.) : Ein Brief von Carl Weierstrass uher das Dreikbr per problem, 

SEVER I : Intorno alia costru\iofie dei sistemi completi non limari cbe appartengono 
ad una superficie irregolare. 

VITA LI : Suite fun:^ioni ad integrale nulla, 

GEBBIA : Sulla integrabilitd delle condi^ioni di rotolamento di un corpo solido sopra 
un altro, e su qualche questiotu geometrica che vi h connessa. 



ADUNANZA DEL 23 APRILE 1905. [427*]. 

(Presidenia del Presidente Albeggiani). 

Ammissioni.— fi elctto socio del Circolo il signor Albert Gauthier-Villars 
(Paris) [393], proposto dai soci Albeggiani e Gucda. 

Memorie e Gomunicazioni. 

de FRANCHIS : Suite superficie algebriche le quali contengono un fascio irra^ionale 
di curve, 

I Segretari: 
G. di Simone, E. P. Guerra. 
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PARTE sbconda: BIBLIOTECA MATEMATICA. 



PALERMO, 

SEDE BELLA SOCIETA 

)o, via Rugg^o Settimo, 30. 
1905 



REPERTORIO BBLIOGRAFICO 

DELLE SCIENZE MATEMATICHE IN ITALIA. 

{ContinuaTiione, vedi t. XV, pp. 1-29). 

R. ACCADEMIA DELLE SCIENZE Dl BOLOGNA. 

(1731-1889) C). 



ElENCO DELLE PUBBLICAZIONI ED ABBREVIATURE. 

C. /. B. = De Bononiensi Scientiarum et Artiuro Instituto atque Academia Com- 
mcntarii, Bononiae (**). Tomi I-VII (1731-1791); in-4®. 
Af. /. N. It. = Memorie deirisdtuto Nazionale Italiano. Classe di Bsica •€ Matema- 

tica, Bologna. Volumi WV (1806-1810) (♦•♦). 
Op. 5. B. OS Opuscoli sdentifici. Memorie lette nella sezione bolognese del Reale 

Istituto luliaao, Bologna. Volumi I-IV (1817-1823). — Nuova col- 
lezione d*Opuscoli sdentifid, Bologna (1824). 
R I, B.=: Rendicond ddle Session! della R. Accademia ddle Sdenze dello Isti- 
tuto di Bologna (♦•♦♦). 
N. C. I. B, = Novi Commentarii Academiae Sdentianim Instituti Bononiensis, Bo- 
noniae. Tomi I-X (1834-1849); in-4°. 
M. I, B, =: Memorie della R. Accademia ddle Sdenze dell'Istituto di Bologna. 

Sbrie I, Tomi I-XII (1850-1861); in-4°. 
Serie II, Tomi I-X (1862-1870); in-4**. 
Serie III, Tomi I-X (1871-1879); in-4^ 
Serie IV, Tomi I-X (1880-1889); in.4°. 

s.:= Serie; t. = Tomo; v. = Volume; a. = Aniio; p. ssParte; pp.=sPagine. 



(*) II Uvoro di spoglio e di classificAiione delle pubblicAiioni deU« R. Accademia delle Scienze di 
Boiogna e doTuto al Prof. R. Marcolongo ed al Dr. N. Bentivcgna. 

(**) Tutti i volumi contengono una prima parte « Commentarii », cbe i us riaaauato dei lavori fatti 
dagli Accademici, ed una seconda parte « Academicorum quorundam Opuscola Taria ». Sal to rariaaime 
eccezioni tutte le memorie catalugatc trovansi in questi « Opuacola •. — 11 tomo I i d«l 1731 ed k atato 
riatampato nel 1748. — II tomo II i diviso in 3 volumi, ed il tomo V in a volumi. 

(***) Per i lavori contcnuti nelle « Memorie dell'Iatituto Kaiionale Italiano » vedi R. latituto Lonbardo 
di Scienze e Lettere (numeri 1-380). 

(****) Dal t8a9 al 1837 i « Rendiconti > sono iscritti nel « BuUettino delle Sci«Bte Msdiche 4i Bolo- 
gna ■, chc comprcnde 12 volumi della 1* serie e 4 della 2*; dal x8|8 al x8s4 nd • Moovl Aaasll 
delle Scienze Naturali ■, diatribuiti nelle tre seguenti serie: 1*, 10 Tolomi (l8|8<l843)( ^* 
(i844-i848); 3*, 10 volumi (i849-i854). Dal x8$4 in poi si pubMicano afpanittHiMW. 

Mmd. Ckc. hUUm, PaUrm; t. XIX, parte a* (1905). ^StuipAto il l% Afrilt V 
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4053. Ala. 

CASALI (Gregorius Phiiippus Maria). De seriebus geomctrids. [C. /. B,, t VI, 
pp. 251-264 (1783)]- 

4054. Ale. 

CASINELLI (Aloysius). Nova methodus evehendi ad potentiam quamcumque qiun- 
tiutes polynomias. [AT. C. /. B., t IV, pp. 453-469 (1840)]. 

4055. A lop. 

MANFRED! (Gabriel). De inveniendis datarum formularum irrationalium redpro- 
as. [C. /. B., t. Ill, pp. 4J2-453 (i755)]- 

4056. A 2 b. 

PIANI (Domenico). Cenni sulie equazioni a due incognite. [/{. /. B., a. 1854-55, 

pag- }}]• 

4057. A 3 b. 

BOSCHI (Pietro). Sulle funzioni stmmetriche ddle radid di una equazione. (Me- 
inoria lelta li 25 gennaio 1877). [Af. /. B., s. Ill, t VII, pp. 569-588 (1876)]. 

4058. A 3 b. 

PESCI (Giuseppe). Una fornuia rdativa alle funzioni simmetriche. [R, I. B., 
a. 1886-87, pag. 49 J. 

A3b. (r^* n^* 4074). 

4059. A 3 g. 

PIANI (Dorainicus). De liinitibus asquationum. [N. C. I. B , t. Ill, pp. 237-250 
(1839)]. 

4060. A 3 g. 

PIANI (Domenico). Del raetodo ncwtoniani per la risoluzione approssimata delle 
equazioni numeriche. (Memoria letta li 26 aprile 1866). [/?. /. B,, a. 1865-66, 
pp. 77-82; Af. /. B,, t. VI, pp. 69-89 (i866)J. 

A 3 g. {Fedi n^ 4122, 4123). 

4061. A 3 h. 

LAPI (G. B.). Trasfonnazionc, prindpal.nentc nella teoria ddle equazioni algebraiche. 
[R, I. B., Buliettino delle sdenze medichc, v. IX, pag. 366 (1834)]. 

4062. A 3 i. 

CASINELLI (Aloysius) Disquisitioncs analiticas super aequationibus trinomialibus 
formae x"± ^4x i 5 = 0. {N. C. /. B., t. VII, pp. 331-343 (1844)]. 

4063. A 3 i. 

CASINELLI (Aloysius). De fonnis radicu.n xquationum algebraicarum. [N. C. I. B., 
t. VIII, pp. 317-331 (1846)]. 
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4064. A 3 j. 

CASINELLI (Aloysius). De aequationum algebraicarum resolutione. [N. C. /. B., 
t V, pp. 65-88 (1842)]. 

4065. A 3J. 

CASINELLI (Aloysius). De innumeris xquadonibus, quae peculiar! artificio resolvi 
possunL [N. C, L B., t. V, pp. 433-483 (1842)]. 

4066. A 3 j. 

CASINELLI (Aloysius). Disquisitiones variae super resolutionem nonnullarum asqua- 
tionum algebraicarum praesertim quinti gradus. [N. C. I. B,, t. VI, pp. 391-417 

(1844)3. 

4067. A 3 j. 

CASINELLI (Aloysius). De aequationibus algebraicis quorum radices constant quat- 
tuor elemcntis. [N, C, I. B., t. VII, pp. 510-528 (1844)]. 

4068. A 3 k. 

MAGISTRINI (Joannes Baptista). De aequationibus .nlgebraids tum determinatis, 
turn indeterininatis geometrice construendis. IN. C. /. B,, t. I, pp. 194-219 

(1834)]. 

4069. A 3 k. 

PIANI (Domenico). Sopra alcune questioni di Matematica. [R. L B., a. 1864-65, 
pag. 61]. 

A 3 k. (Fedi n'' 4142). 

4070. B 1 a. 

PINCHERLE (Salvatore). Una formola sui determinanti. [R, I. B., a. 1882-83, 
pp. 105-106]. 

4071. B4h. 

D'ARCAIS (Francesco). Nota sopra un teoreina della teoria dellc forme binarie. 
(Memoria letta li 7 marzo 1878). [Af. /. B., s. Ill, t. IX, pp. 173-180(1878)]. 

4072. B 7 a, K 6 o. 

BELTRAMI (Eugenio). Ricerche sulla geomctria delle forme binarie cubiche. (Me- 
moria letta li 10 febbraio 1870). [R, I. B,, a. 1869-70, pp. 61-62 \ M. L B,, 
s. II, t. IX, pp. 607-657 (1869)]. 

4073. B 12 a. 

SAPORETTI (Antonio). Ritrovamento del Prindpio della sostituzione fondamentale 
nei radicali imaginari. [R, L B,, a. 1877-78, pp. 126-127]. 

4074. B 12 a, A 3 b. 

SAPORETTI (Antonio). Analisi nuova per mostrare giusto l*usato metodo pratico 



roiio inuocntAffov. 



degllmmaginari e teoria, pid generale ddl'iisiu, sulle relasioni frt i ooeffidenti 
deile funzioiii tlgebrico-iotere ad nna ▼aiiabik ed i fattori lineari, siano ftmzk>- 
nali, siano propri delle equazionL {R. L B., a. 1887-^ pag. 18; M. /. B,, s. IV, 

t vm, pp. 555-571 (1887)]. 

4075. B la b, H IL 

PINCHERLE (Salvatore). Slttdii sopta alcune operazioni funrionali. IR. L B., 
a. 1885-86, pag. 58; M. L B., $. IV, t VII, pp. 393-442 (1886)]. 

4076. Gift, Via. 

MAGISTRINI (Giambattista). Confronto dd calcob ddle fimzioni di L a-G range 
col calcolo infinitesimale e superiority dd primo. (Memoria postuma iena li 19 
gennaio 1832). [Af. /. B., t I, pp. 93-121 (1850)]. 

4077. C 1 a, Via. 

MAGISTRINI (Giambattista). Brevi cenni sopra un punto importante d*analisi bi- 
sognoso tuttora di schiarimento. (Memoria postuma letta li 16 aprile 1846). 
[Af. I B,, t I, pp. 297-308 (1850)]. 

4078. C 1 e Qu 

RICCATI (Vincenttus). Animadversioaes in fractionem, cuius numerator et denomi- 
nator per certam determinationem nihiio aequales fiunt. [CI. B., l II, p. in, 
pp. 173-193 (1747)]- 

4079. G 1 £ 

CALLEGARI (Petrus). De nova soluiione problcmads F e r m a t i i nee non aliorum, 
quae ex itsdem formulis deducuntur. [N, C. /. B., t. IV, pp. 309-327 (1840)]. 

4080. G 1 f, J 5. 

PINCHERLE (Salvatore). Alcune osservazioni sugli ordini d'infinito delle funzionL 
IR. L B,, a. 1883-84, pag 92; Af. /. B,, s. IV, t V, pp. 739-750 (1883)]. 

Gl£ iVidi n"" 4090). 

4081. G 2 a. 

MANFREDI (Gabrid). De formulis quibusdam integrandis. {C, I. B., 1 1, pp. 573-588 

(173O]. 

4082. G 2 a, O 2 a. 

RICCATI (Vincentius). De quadratura curvarum tradita per summas generales se- 
rierum. [C. I. B,, t. V, p. II, pp. 43^-445 (M^I)]- 

4083. G 2 a, D 2 a. 

CASINELLI (Luigi). Sull'integrazione per serie di alcune funzioni difFerenaaH di nota 
integrazione finiu. [R, L B,, Bullettino ddle sdenze mediche, ▼. IX, pag. 367 

(t854)]. 
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G 2 a. (retii n*" 4i42> 

4084. C 2 e. 

RICCATI (Vincentius). Epistolae tres, quibus utilitas calculi sinuum et cosinuum in 
infinitesimorum analysi demonstratur. [C. /. B., t. V, p. II, pp. 198-215 (1767)]. 

4085. G 2 e. 

RICCATI (Vincentius). De quarumdam formularum exponentialium integratione 
[C. i. B,, t VII, pp. 241-288 (1790]- 

4086. G 2 e. 

j . IN, C. /. B,, 

t. Ill, pp. 97-114 (1839)1- 

4087. G 2 £ 

SALADINI (Hieronymus). Methodus Bemoulliana de reducendis quadraturis trail- 
scendentibus ad longitudinem curvarum algebraicarum, a quibus inudlis sxpe 
redditur, immaginariis quantitatibus liberatur, atque ejusdem reductionis innumerac 
alias viae indigitantur. [C. /. B., t. V, p. II, pp. 120-138 (1767)3. 

4088. G 2 L 

ARZELA (Cesare). Sugli integral! jdi funzioni die, oltre alia variabile dlntegrazione, 
contengono aitre variabili. IR, L B,, a. 1888-89, pag. 16]. 

4089. G 2 J, D2aYf T 7 o. 

GHERARDI (Silvestro). Brevi considerazloni sui vantaggi del metodo di integrazione 
per serie infinite anche nei casi di nota integrazione finita e sopra qualche altro 
argomento. (Memoria letta li 20 dicembre 1849). [M, L B., t II, pp. 417-438 
(1850)]. 

4090. G 3 a, G 1 £ 

RUBBINI (Giuseppe). Propriety di alcuni determinanti minorL Applicazione alia tco- 
rica dei massimi e dd minimi. [R. I. B., a. 1856-57, pag. 65]. 

4091. C 4 a. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla teoria generate dei parametri difTerenziali. (Memoria 
letta 11 25 febbraio 1869). IR, L B., a. 1868-69, pp. 55-56; M. L B., s. II, 
t Vin, pp. 549-590 (1868)]. 

4092. D I a. 

INGRAMI (Giuseppe). Sulle funzioni implidte di una funzione di variabik retle. 
IR, L B., a. 1888-89, pag. io8]. 

4093. Dlbt, D2ex. 

PINCHERLE (Salvatore). Su alctme formole approtsimate per la rapprcsentaaione 
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di ftumonl {R. L B., t. 1888-89, pag. 91 ; M. J. B., s. IV, l X, pp. 76-88 
(1889)]. 

4094. D 2 a. 

ARZELA (Cesare). Intorao alia continiiiti della somma di infinite funzioni continue. 
IR. I, B,, a. 1885-84, pag. 79]. 

D2a. (K«ii n<> 4083). 

D2aY* (^«<^«' <^'' 4089). 

4095. D 2 b. 

CASINELU (Aloysius). Disquisitio anaUtica in functioncm Dog(i + x)j*. [AT. C. 
/. B,, t IV, pp. 147-162 (1840)]. 

4096. D 2 b ^ 

SAPORETTI (Antonio). Metodo analitico deiio sviiuppo di un arco drcolare in 
funzione trigonometrica di un altro arco, cognito il quoto costante deiie loro 
tangenti trigonometriche. [R, L B., a. 1886-87, pag. 45 ; Af. /. B., s. IV, t. VIII, 
pp. 57-62 (1887)]. 

4097. D 2 o. 

PIANI (Domenico). Sulle funzioni fattorialL (Memoria letta U 9 dicembre 1847). 
[Af. /. B., t. I, pp. 5 1 1-5 19 (1850)]. 

4098. D 2 o. 

ARZELA (Cesare). Sui prodotti infiniti. [R, 1, B,, a. 1882-85, P^g* 60; Af. J. B,, 

$. IV, t. IV, pp. 419-439 (1882)1. 

4099. D 2 a 

PINCHERLE (Salvatorc). Sui prodotti infiniti. [R, L B,, a. 1882-83, pag. 159]. 

4100. D 2 o. 

ARZELA (Cesare). Sui prodotti infiniti. [R, J. B., a. 1885-86, pp. 92-99]. 

4101. D2d. 

PINCHERLE (Salvatore). Saggio di una generalizzazione delle frazioni continue al- 
gebriche. [M. 1. B., s. IV, t. X, pp. 513-538 (1889)]. 

D2ea. {Vedi n° 4093). 

4102. D 4. 

PINCHERLE (Salvatore). Sopra aicuni sviluppi in serie per funzioni analitiche. [R. 
I. B., a. 1881-82, pp. 48-49; ^' J' K s. IV, t. Ill, pp. 1 51-180 (1881)]. 

4103. D 4 o. 

PINCHERLE (Salvatore). Sopra un'applicazione delle funzioni sfcriche al teorema 
di Mittag-Leffler. [/^. /. B., a. 1882-83, pag. looj. 
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4104. D 6 b. 

CASINELLI (Luigi). Logaritini Iperbolid. [R, L B., Bullettino dellc scienze mediche, 
V. X, pag. 290 (1834)]. 

4105. Gla, Gib, Gle. 

CREMONA (Luigi). Sugli tntegrali a differenziale algebrico. (Memoria ietta li 8 a- 
prile 1869). [R. I. B., a. 1868-69, pp. 68-73; ^- ^- ^'> s. II, t. X, pp. 3-33 
(1870)]. 

4106. H 2 o. 

RICCATI (Vincentius). Animadversiones in formulam differentialem, in qua indeter- 
minatae ad unicam tantum dimensionem ascendunt. [C. /. B., t. II, p. Ill, 
pp. 194-214 (1747)]- 

4107. H 2 c. 

ZANOTTI (Frandscus Maria). De separandis indeterminatis. [C. /. B., t III, 
pp. 261-279 (1755)]. 

H 2 c. {Vedi n' 4x42, 4183). 

4108. H 4. 

PEZZI (Frandscus). Spedmen theoriae aequationum hujus formae 

-^^^ + -^i j^ + • • • +-^11 J^ = ^» 

sumpto elemento dx constante, et significantibus P, A^ , . , . A^ functiones 
quascutnque ipsius x et quandtatum constantium. [C. /. B., t. VII, pp. 347-362 

(I790J- 

4109. H 5 a. 

FRISIUS (Paulus). De aequatione quadam differentiali. [C. /. B., t. VI, pp 71-74 
(1783)]. 

H 6 a. (Vidi n"* 4190). 

41 10. H 5 h a. 

PINCHERLE (Salvatore) Delia trasformazione di Laplace e di alcune sue appli- 
cazioni. [M, L B., s. IV, t. VIII, pp. 125-143 (1887)]. 

4111. H 7. 

PAIS (Antonio). Nota intomo all*eliniinazione dcUc funzioni arbitrarie. (Memoria 
letu li 14 novembre 1878). [Af. /. B., s. Ill, t. IX, pp. 649-656 (1878)]. 

4112. H 9 b. 

PAIS (Antonio). Intomo all'integrazione delle equazioni atte deavAte narziaii del 
2° ordine, lineari, a quattro o pid variabili indipeiM 
pp. 427-443 (x88i)J. 
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4113. H9£ 

DE CONDORCET (Nicolaus). De integratioae xquationis 

, . , du . du . ,du . ,d* u . , d* u . . d^ u . d* u 
* * dx * ^ dy * dx, dx* ' dxdy ' dxd^, dy^ 

d^u , d'tt , 

[C. /. S., t VI, pp. 373-381 (i7«5)]. 
HIL (r«<li n"" 4075). 

41 14. H U c. 

PINCHERLE (Silvatore). Sulla risoluzione dell*equazione funzionale: 

2;*,T(*+«,)=/(x) 

t coeflicienti costand. [R. 1, B,, a. 1S87-88, pag. 530 pag. 114 ; M, I. B,, s. IV, 
t IX, pp. 45-71, 181-204 (1888)]. 

H12b. (Vidi n? 4190). 

4115. H12d. 

Rice ATI (Vincentius). De termino generaH serierutn recurrentiuin, cum appendice. 
[C. /. B,, t. V, p. I, pp. 87-108 (1767)]. 

41 16. HI2d. 

RICCATI (Vincentius). Additamentum ad opusculum de termino generali serierum 
recurrentium cum appendice, quod editum est in huius tomi parte prima. [C. 
/. B., t. V, p. II, pp. 415-420 (1767)]. 

41 17. H12£ 

VAN GINDER ACHTER (Giovanni). Equazioni a indici. IR. L B., Bullettino 
delle sdenze mediche, v. XI, pag. 168 (1835)]. 

II. (Vidi n? 4128). 

4118. 12. 

CASTELVETRI (Johannes Antonius Andrea). De quadam general! nomeronim pro- 
prietate. [C. /. B., t. IV, pp. 242-259 (1757)]. 

4119. I 2 b. 

CASTELVETRI (Johannes Antonius Andrea). De proprietate numerorum divisibi- 
Hum per 11, xii, iiii, etc [C. /. B,, t. V, p. II, pp. 108-119 (1767)]. 

4120. 1 10. 

BOSCHI (Pietro). Ricerche sopra una quistione di partizione di numeri. (Memoria 
letta li 13 marzo 1880). [M. I. B., s. IV, t I, pp. 455-571 (i88o)J. 
119 a (Vidi n^ 4213, 4214). 
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4121. I 25 b. 

CASINELLI (Aloysius). Disquisitiones analiticae de numeris triangularibus. [N. C, 
L B.f t. I, pp. 415-434 (1834); R. I. B., BuUettino dclle scienze mediche, v. X, 
pag. 217 (1834)]. 

4122. I 25 b, A 3 g. 

CALLEGARI (Petrus). De usu subtractionis, et divisionis extendeiido ad nonnuUas 
praesertini propositiones dcmonstrandas. [AT. C. /. B., t. VI, pp. 513-570 (1844)]. 

4123. I 25 b, A 3 g. 

CALLEGARI (Petrus). Alias nonnullae applicationes calculi symbolid, quo subtrac- 
tionis et divisionis usum in doctrina nuinerorum, et aequationum juvari, et ex- 
tendi posse demonstratur. [N. C, L B., t. VII, pp. 529-561 (1844)]. 

4124. J 1 b 9U 

BOSCHI (Pietro). Sopra il numero delle coinbinazioni di classe data aventi una somma 
data. [K I, B,, a. 1883-84, pag. 73 ; M. L B,, s. IV, t. V, pp. 805-818 (1883)]. 

4125. J 2 e. 

CATUREGLI (Pietro). Dei minimi quadrati. [R. L B,, Bullettino delle scienze me- 
diche, V. X, pag. 222 (1834)]. 

4126. J 4. 

PINCHERLE (Salvatore). Sui gruppi lineari di funzioni di una variabile. [/?. / B., 
a. 1884-85, pag. 14; M. I, B., s. IV, t. VI, pp. 101-118 (1884)]. 

4127. J 4. 

PINCHERLE (Salvatore). Alcune osservazioni generali sui gruppi di funzioni. {R, 
L B., a. 1884-85, pp. 53-54; M. L B., s. IV, t. VI, pp. 205-214 (1884)]. 

J 5. {Vedi n° 4080). 

K2o. {Vidi n> 4156, 4168). 

4128. K 3 b, II. 

MARTINI (Matteo). Un teorema geometrico sui triangolo equilatero cd il drcolo 
iscritto, e due teoremi sulla tcoiia dei numeri. [Op, 5. B,, a. 1824, pp. 251-261]. 

4129. K 3 b. 

CASINELLI (Luigi). Rette perpendicolari ai lati di un triangolo equilatero condotte 
da un punto qualunquc della drconferenza iscritu. [R. L B,, Bullettino dclle 
scienze mediche, v. IX, pag. 368 (1834)]. 

4130. K 5. 

CALLEGARI (Pietro). Ricerche spcttanti alia corrclazionc dclle figure di gcomctria. 
(Memoria letta li 12 gennaio 1843). l^- ^- ^-f ^' ^V, pp. 179-197 (1853)]. 

SimU. drt. Mmtem. PuUrmo, t. XIX, parte a* (1905). — Sumpato il 15 aprilt lyos* 
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4131. K6. 

LAPI (Giovanni Battisu). Pcrmutazione ddle coordinate dellc lince curve. [R. I. B,, 
Bullettino dellc sdenze. mediche. v. X, pag. 293 (1854)]. 

4132. K6a, L' la, L*la. 

CHELINI (Domenico). Sulla teoria de* sistemi sempHd di coordinate e sulla discus- 
sione dell*equazione generak di sccondo grado in coordinate triangolari e tetra- 
cdriche. (Meraoria letu li 16 aprile 1863). [Af. /. B., s. II, l. Ill, pp. 3-81 (1863)]. 

K6c. (Fedi n"* 4072). 

4133. K9a. 

CASINELLI (Aloysius). Demonstrado quonimdam theorematum ad polygona dr- 
culo inscripta, vel drcomscripta pertinentium. [M C. /. B., t II, pp. 241-272 
(1836)]. 

4134. K9a a. 

CASALI (Gregorius Philippus Maria). De Polygonoidum area [C. /. B., t. VII, 
pp. 338-346 (1 7903. 

4135. KlOe. 

CASINELLI (Luigi). Problem! intorno le sccanti e le tangenti nel drcolo. [R, I. 
B., Bullettino delle sdenze mediche, v. XII, pag. 360 (1835)]. 

4136. K Ua 

FAGNOLI (Giuseppe). Costruzionc geometrica del sistema d'archi drcolari detto 
comuneniente semiovale. o curva a tre centri, desunta da alcune propriety ge- 
neral! della curva medesima. (Memona letta li 18 febbraio 1847). l^- •^- ^ > 
t I, pp. 609-636 (1850)]. 

4137. K 11 e. 

PIANI (Domciiico). De* circoli tangenti ad una tema di rette variabili con data legge. 
[R. L B,, a. 1856-57, pag. 58]. 

4138. K13o, R3c. 

CHELINI (Domenico). Dell'uso del principio geometrico della risultante nella teoria 
de' tetraedri. (Memoria letta li 9 maggio 1867). [/?. /. B,, a. 1866-67, pp. 84-86 ; 
M. L B., s. II, t. VII, pp. 79-99 (1867)]. 

4139. K 13 c, L<16a, L' 17 d, L'4a. 

CHELINI (Domenico). Sopra alcvmi punti notabUi nella teoria elementare de* tetraedri 
e delle coniche. (Memoria letta li 30 aprile 1874). [R, 1. B., a. 1873-74, pp. 77-78 ; 
Af. /. B,, s. Ill, t. V, pp. 223-253 (1874)]. 

4140. K 14 c. 

CASALI (Gregorius). De figuris quibusdam solidis in sphaera inscribendis. [C. /. B., 
t. Ill, pp. 194-199 (»755)J. 
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4141. K 15 a, K 15 b. 

ZANOTTI (Franciscus Maria). De corponbus quibusdam sphaerae drcumscriptis. 
[C. /. B,, t III, pp. 362-373 (1755)3- 

K 15 b. iVedi n^' 4X40- 

4142. K 20 a, H 2 c, G 2 a, A 3 k. 

MANFREDI (Gabriel). De eliminandis ab sequatione arcubus drcularibus^ et aEa. 
[C. /. B., t. II, p. Ill, pp. 520-555 (1747)]- 

4143. K 23 a. 

ZANOTTI (Eustachius). De perspectiva in theorema unum redacta. [C. I. B,, t. HI, 
pp. 169-176 (1755)1- 

4144. K 23 a. 

FAGNOLI (Joseph). Spedmen cridcae analysis de Prospectiva Theoredca. [N. C. LB., 
L IX, pp. 553-57^ (1849)]- 

4145. K 23 a, L' 1 e. 

CHELINI (Domenico). Delle sezioni del cono e della prospettiva nell'insegnamento 
della Geometria analitica. (Memoria letta ii 12 maggio 1864). [R. L B,, a. 
1863-64, pp. 153-154; M. L B,, s. II, t. Ill, pp. 441-464 (1863)]. 

L«la. (Vtdi n*» 4132). 

4146. L< 1 b. 

LORGNA (Antonius Marius). De coni sectionum organlca descripdone. \C. L B., 
t. VII, pp. 23-26 (1 79 1)]. 

4147- L' 1 c. M' 4 a, M< 5, M> 4 d, M' 4 a, M' 6, Bfti 6 a. 

BELTRAMI (Eugeoio). Ricerche di Geometria analidca. (Memoria letta li 17 gen- 
naio 1879). IR. I B., a. 1878-79, pp. 40-42 ; Af. J. B,, s. III, t X, pp. 233-312 

(1879)]- 

L«l©. (Vidi n*» 4145). 
L« 3 b. (Fidi n*» 4258). 

4148. L' 6 a, L' 6 b. 
BEDETTI (Julius). De maximis et minimis distantUs a dato puncto ad lineam da- 
tam ; cum applicatione ad Sectiones Conicas, hoc est ad materiam libri V de 
Conids Apollonii Pergaei. [N, C. /. B,, t. IX, pp. 455-552(1849)]. 

4149* L' 6 a. 
BOSCHI (Pietro). Determinazione dei centri di curvatura delle coniche. IR. L B,, 
a. 1881-82, pag. «6; Af. /. B., s. IV, t. Ill, pp. 579-588 (1S81)]. 

4150. L' 8 a. 
RETALI (Virginio). Sulie coniche coniugate degeneri. iR. L B*, f 



12 RBPERTORIO BIBUOGRAFICO. 

4151. L< 8 b. 

RETALI (Virginio). Ricerche sopra rimmagintrio in geometria. [R. L B., a. 1887-8$, 
pag. 89 ; Af. /. B., s. IV, t. IX, pp. 259-277 (1888)]. 

L' 9. (Vidi n"" 4i82> 

4152. L* 9 a 

ZANOTTI (Frandscus Maria). De hyperbolicis quibusdam spadis. [C. /. B,, t. II, 
p. II, pp. 186-200 (1746)]. 

4153. L' 9d. 

MAGISTRINI (Giovanni). Compimento di una regoia di Giovanni Bernoulli per 
la rettificazione dell'ellisse. [Op. 5. B,, v. I, pp. 244-247 (1817)]. 

41 $4. L'15£ 

ODD I (Giuseppe). Sopra alcune curve dipendenti daUe sezioni coniche. [Op. S. B,, 
V. II, pp. 295-305 (i8i8)J. 

4155. L' 16 £ 

MASETTI (Giambattista). Ricerca ed anaHsi di quattro curve algebraiche dipendenti 

dalla parabola e dal circolo. lOp. S. B., v. Ill, pp. 159-170(1819)]. 

4156. L' 16 a, P4b, L'18c K2o. 

BELTRAMI (Eugenio). Intorno alle coniche dd nove punti e ad alcune qubdoni 
che ne dipendono. (Memoria letta li 12 marzo 1863). [Af. i. B,, s. II, t II, 
pp. 361-395 (1862)]. 

L< 16 a. (Fidi n '4139, 4168). 

4157. L«17b. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Di alcuni teoremi liferibili alia polariti redproca delle 
coniche. (Memoria letta li 13 gennaio 1876). [R, I. B., a. 1875-76, pp. 50-51; 
M. L B,y s. Ill, t. VI, pp. 383-394 (1875)]. 

4158. L' 17 d. 

CHELINI (Domenico). Intorno ai poligoni inscritti e circoscritti alle coniche. (Me- 
moria letta li 10 dicembre 1874). [M, J 5., s. Ill, t V, pp. 353-357 (1874)]. 

L'17d. iVedi n° 4139). 

L> 18 o. (Vidi n' 4156, 4168). 

4159. L< 21b p. 

PORCHIESI (Augusto). Sui sistemi di coniche che passano per due punti fissL 
[Af. J. B., s. IV, t. Ill, pp. 681-726 (1881). 

4160. L' 21 b p. 

RETALI (Virginio). Sopra una serie particolare di coniche di indice 2. [Af. J. B,, 
$. IV, t. V, pp. 373.386 (1883)]. 
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L» (Vedi n*» 4173). 
LMa. (Vedi n° 4132). 
L>4a. {Vedi n? 4139). 

4161. LMlc, LMld. 

CREMONA (Luigi). SuUe linee di curvatura delle superfide di 2° grado. (Memoria 
letta li 12 maggio 1870). [R. I. B.y a. 1869-70, pp. 86-88; M. 1, 5., s. Ill, 
t. I, pp. 48-67 (1871)]. 

4162. M' . 

CREMONA (Luigi). Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane. (Me- 
moria letta li 19 dicembre 1861). [Af. J. B., t XII, pp. 305-436 (i86x)]. 

4x63. M> I. 
CREMONA (Luigi). Sulla teoria generale delle curve piane. [R. L B., a. 1861-62, 

pp. 30-3 1)]- 

4164. M> Id, M> 1 e. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Di alcune singolarit^ nd fasd e nelle reti di Unee 
piane algebriche. (Memoria letta li 4 marzo 1880). IR. L B., a. 1879-80, pp. 87-90; 
Af. J. B.y s. IV, t. I, pp. 367-415 (1880)]. 

4165. M>3j, 2q. 

PI AN I (Domenico). Sopra alcune linee a data rdazione di distanza con linee e 
punti dati. (Memoria letta li x8 gennaio 1849). [Af. /. B., t IV, pp. 261-308 

(1853)]. 

4166. M> 3 j, O 2 b. 

PIANI (Domenico). Problemi geometrid rdativi agii angoli fatti da' raggi vettori 
sia colie ungenti sia fra loro ed appHcazione all'ottica. (Memoria letta h 7 feb- 
braio 1850). [Af. /. B., t. IV, pp. 309-328 (1853)]. 

4167. M> 3 k. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Delle curve piane algebriche che hanno potenza in 
rispetto ad ogni punto dd loro piano ovvero in rispetto ad alcuni dd loro pro- 
pri punti. [Af. J. B., s. IV, t X, pp. 337-350 (1889)]. 

M>4a. {Vidi n<' 4147). 

W 6. (Ve^ n? 4147). 

4168. M< 5 b, L<16a, L>18o, Kdo, P4b. 

BELTRAMI (Eugenio). Su alcuni teoremi di Feuerbach ^ 
zione analitica. (Memoria letta fi 25 fd>blraio 
pp. XI 5-1 16; Af. i. B., s. Ill, t V, pp. S4|«< 
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4169. M' 5 c. 

CASALI (Gregorius). De conicarum sectionum fods. [C. /. B., t. IV, pp. 29S-3XO, 

338-348 (I757)J. 

4170. M' 8 e, M' 9 o. 

TORTOLINI (Barnabas). De formatione quanimdam aequationam algebrakanim 
quibus satisfaciunt functiones algebraicae datae commentatio. [N. C. I, B., t IX, 
pp. 213-299 (1849)3- 

4171. M* 8 g, M^m. 

BOIDI (Gioacchino). Usi della Geometria elementare estesi alle cunre discontinue. 
lOp. 5. B., V. Ill, pp. 276-278 (1819)3. 

4172. M>8g, M*9e, 2. 

BELTRAMI (Eugenio). Considerazioni analitiche sopra una proposizione di Steiker. 
(Memoria letta li 9 novembre 1876). [R. L B,, sl, 1876-77, pp. 10-12; M,LB^ 
s. Ill, t. VII, pp. 241-262 (1876)]. 

4175 M< 1, M< 7 a, M> 7 c, M< 7 d, M) 1, L' . 

CREMONA (Luigi). Preliminari di una teoria geometrica delle superficie. Memoria 
I*, Memoria 2*. (Lettc li 26 aprile 1866). [R, I. B., a. 1865-66, pp. 76-77; 
a. 1866-67, pp. 72-73; M. I, B., s. II, t VI, pp. 91-136 (1866); t. VII, 
pp. 29-78 (1867)]. 

4174. M> 4 b, M'4a 

CREMONA (Luigi). Sulle superficie gobbe di 4° grado. (Memoria letta li 30 aprile 
1868). IR. i. B., a. 1867-68, pp. 96-98; M. L B., s. 11, t. VIII, pp. 235-250 
(1868)]. 

M*4d. {Vtdi n° 4147). 

M*7a. {Vidi n° 4173). 

M«7c. (Vidi n«^4i73). 

M«7cL (Vedi n« 4173). 

M« 9 c. {ViM n° 4170). 

M'Se. {Vidi n* 4i7»> 

M'l. {Vedi n° 4173). 

M'4a. {Vedi n° 4M7). 

4175. M' 5, M) B h a. 

CREMONA (Luigi). Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe e in 
ispecie suUa parabola gobba. (Memoria letta li 26 novembre 1863). [R. L B., 
a. 1863-64, pp. 25-28; M, L B., s. II, t. m, pp. 385-398 (1863)], 
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M3 6. (Vedi n*» 4147). 

4176. M3 6 a. 

CREMONA (Luigi). Intorno alia curva gobba del quart'ordine, per la quale passa 
una sola superficie di secondo grado. IR. I. B., a. 1860-61, pp. 5B-63]. 

M3 6a. (Vedi n** 4147). 

4177. M^b. 

MASETTI (Giambatdsta). Proprieti geomctriche, c mcccaniche di alcune curve tra- 
scendend [Op. S, B., v. IV, pp. 179-194 (1823)]. 

4178. M^ b. 

CALLEGARI (Pieiro). Sulla identiti della trattoria coll'evolvcnte dclla catenaria 
omogenea, e di questa curva con una curva discussa da Schubert. [Op, S. 
B., a. 1824, pag. 233]. 

4179. M^ b a, M^ m. 

RICCATI (Vincentius). De natura, et proprietatibus quarumdam curvarum quae si- 
mnl cum tractoria generantur, quaeque proinde syntractoriae nominabontur. 
[C. /. B., t. Ill, pp. 479-503 (175s)]. 

M*m. (Vedi n° 4171). 

4180. N' la, N' 1 b, N' 1 c. 

CHELINI (Domenico). Sulla nuova geometria dd complessi. TMemoria letta li 4 
mnggio 1 871). [R. I. B., a. 1870-71, pp. 74-75 ; M. J, B., s. Ill, l. I, 
pp. 123-153 (1870]- 

4181. N'll. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra un particolare complesso di rette del 2° grado. 
(Memoria letta li 20 marzo 1879). [R, I. B., a. 1878-79, pag. 97; M. L B., 
s. Ill, t. X, pp. 549-574 (1879)]- 

4182. O 2 a, L' 9. 

MAGISTRINI (Giovanni). Rettificazione delle linee curve e quadratura delle figure 
curvilinee. [R, L B., Bullettino delle scienze tnediche, v. XII, pag. 358 (1835)]. 

4183. O 2 a, O 2 c, H 2 c. 

PIANI (Domenico). Sopra artifizi analitici di G. Manfred! e F. M. Zanotti. 
(Memoria letta li 20 novembre 185 1). [M. L B., t. IV, pp. 329-341 (1853)]. 

02 a. i^edi n° 4082). 

2b. (^Vidi n"" 4166). 

4184. O 2 a. 

RICCATI (Jacob). Probknuu Data quacumque ratione radio osculi per curvam de- 
scribendam amram ''L p. Ill, pp. 159-171 (1747)]. 
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4185. 2e. 

RUFFINl (Ferdinando Paolo). Delia ragione che i raggi di curvatura di una linea 
piana hanno a quelii della sua evoluta. [R. L B., a. 1885-86, pag. 38; M. L B., 
s. IV, t. VI, pp. 715-730 (1884)]. 

2n. {Vidi n"* 4202). 

4186. 2q, 2p, R2o. 

CHELINI (Domenico). Interpretazione geometrica di formole essenziali alle sdenze 
dell*estensione, del moto e delle forze. (Memoria letta li 16 gennaio 1873). 
[Af. J. J5., s. Ill, t. Ill, pp. 205-246 (1873)]. 

2q. {Vtdi n° 4165). 

4187. O 2qa, O 6ra. 

MAGISTRINI (Dominicus). Analysis superfidd, quae locum geometricum est pro- 
jectionum orthogoniarum puncti cujuslibet super plana sphseram tangentia; nee 
non curvae, quae locum geometricum est proiectionum orthogoniarum puncti su- 
per rectas in drculum tangentes. [N. C. /. B., t X, pp. 195-211 (1849)] 

4188. O 3 a. 

FAIS (Antonio). Nota intomo alle curve gobbe aventi le stesse normali prindpali. 
(Memoria letu li 8 noverabre 1877). t^- ^' ^'* s. Ill, t VIII, pp. 609-624 
(1877); t. IX, pp. 657-674 (1878)]. 

4189. 4ba. 

FAIS (Antonio). Sulle prindpali propriety delle traiettorie ortogonali delle genera- 
trid dcllc superfide rigatc. (Memoria letu li 20 novembre 1879). [M. L B., 
s. IV, t. I, pp. 67-97 (i88o)J. 

4190. O 4 d, H 6 a, H 12 b. 

PI AN I (Domenico). Esercizi di algebra pura ed appHcata. [N. C. /. B., t X, 
pp. 570-607 (1849)]. 

4191. O 5. 

PADOVA (Ernesto). Sulla teoria generale delle superfide. [Af. 1. B., s. IV, t. X, 
PP- 745-772 (1889)1. 

4192. O 5 a, 1 a. 

BEDETTI (Julius). De superfiderum curvarum quadratura dissertatio. In qua non- 
nulla de earum curvatura, Archimedisque postulato traduntur. [N, C. /. B,, 
t. VI, pp. 341-389 (»844)]. 

4193. O 6 b. 

MAGISTRINI (Dominicus). Investigatio figurarura geometrice quadrabilium in su- 
perfide coni recti. [N, C. /. B., t VIII, pp. 427-434 (1846)3. 
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4194* O60, 06d, 05£ 

BEDETTI (Juliiw)- De piano ungentc. [N. C. L B,, t. V, pp. 485-523 (1842)]. 

4195- O 6 c. 
BEDETTI (Giulio). Dellc rctte normali allc superfide curve. IN. C. J. B,, t. X, 

pp. 523-569 (1849)]. 

O 6 cL (Fedi n^ 4194, 4196). 
6e. (Vedi n"" 4196). 

4196. .0 5 f, O 6 d, O 6 e, O 6 p. 

CHELINI (Domenico). Delia curvatura delle superficie con metodo diretto ed intui- 
tivo. (Memoria letta ii 14 maggio 1868). [R, I, B., a. 1867-68, pp. 1 19-120; 
M. I. B., s. II, t Vm, pp. 29-76 (1868)]. 

O 6 £ iVidi n"" 4194). 

4197. O 5 i a. 

RAZZABONI (Amilcare). Alcune propriety delle superficie a linee di curvatura plane. 
[R. L B., a. 1878-79, pp. 129-130; Af. /. B,, s. Ill, t. X, pp. 529-536(1879)]. 

4198. O 5 1 a. 

RAZZABONI (Amilcare). Delle superficie sulle quali due serie di geodedche formano 
un sistema coniugalo. [Af. J. B,, s. IV, t. IX, pp. 765-776 (1888)]. 

4199. O 6 m. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Di alcune propriety della rappresentazione sferica 
del Gauss. [/?. /. 5., a. 1887-88, pag. 24; Af. /. B., s. IV, t. VIII, pp. 661-680 
(1887)]. 

O 6 p. {Vedi n° 4196). 

4200. O 6 a 

PIRONDINI (Geminiano). Sugli inviluppi di piani e di sfere. [R, L B., a. 1888-89, 
pag. 47; Af. /. B,, s. IV, t IX, pp. 641-683 (i888)J. 

4201. O 6 h. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulle propriety general! delle superficie d*area minima. (Me- 
moria letta li 5 marzo 1868). [R, I. B., a. 1867-68, pp. 71-72; Af. /. B,, s. II, 
t. VII, pp. 411-481 (1867)]. 

4202. O 6 q, O 2 n. 

CHELINI (Domenico). Teoria delle coordinate curvilinee nello spazio e sulle super- 
fide. (Memoria letta li 14 gennaio 1869). [R. L B., a. 1868-69, pp. 41-42; 
Af. 1. B., s. II, t. VIII, pp. 483-533 (i868)J. 

6ra. (^Vidi n"" 4187). 

Mtmi, Ckt, M»ttm. FdUrmo, t. XIX, parte a* (1905). — Sumpftto U 15 apriU lyof. | 
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4205. PI, P 2. 
ASCHIERI (Ferdinando). Sulle forme coUineari e redproche nell*ordiiiaria geometria. 
{R. L B,, a. 1879-80, pag. 42; M, I. B., s. IV, t I, pp. 145-150 (1880)]. 

4204. P 1 b. 

CREMONA (Luigi). Intorno alia trasformazione geometrica di una figura piana in 
un'altra pur piana, sotto la condizione che ad una retta <|ualunque di ciascuna 
delle due figure corrisponda nell'altra una sola retta. [/{. /. B,, a. 1861-62, 
pp. 88-91]. 

4205. P 1 b. Pic. 

BOSCH I (Pietro). Alcune propriety delle forme geometriche fondamentali colHnean 
di 2* e di 3* specie aventi dementi uiiitL (Memoria ktta K 7 aprile 1881). 
[R. I, B,, a. 1880-81, pag. 96; M, J. B., s. IV, t. II, pp. 506-513 (1880)]. 

4206. P 1 d. 

RETALI (Virginio). Sulle coniche coniugatc. [M. /. B,, s. IV, t VI, pp. 189-198 

(i8fi4)J. 

P 2 (r«Ji n« 4203). 

4207. P 2 cL 

RETALI (Virginio). Osservazioni analidco-geometriche suUa projezione immaginaria 
delle curve del second'ordine [/?. /. B., a. 1885-86, pag. 72; M. L B., s. IV, 
t. VII, pp. 601-632 (1886)]. 

4208. P 2 cL 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Delle coniche polari indinate per Tangolo zero prin- 
cipahnente in rispetto alle coniche coniugate. {R. I. B., a. 1886-87, pp. 18-20; 
M. /. B., s. IV, t. VII, pp. 753-772 (1886)]. 

4209. P 2 d. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Di alcune propriety delle coniche coniugate. [/?. /. i?., 
a. 1888-89, pag. 14; Af. /. B., s. IV, t. IX, pp. 499-536 (i888)J. 

4210. P 4 b. 

RETALI (Virginio). Sopra particolari trasformazioni plane quadratiche. [Af. /. B., 
s. IV, t. X, pp. 653-671 (1889)]. 

P4b. {Vt^ V} 4156, 4168). 

421 1. P4o. 

CREMONA (Luigi). Sulle trasformazioni geometriche delle figure plane. (Memoria 
prima e Memoria seconda, lette li 7 maggio 1863 e li 15 dicembre 1864). i^- 1- B.y 
s. II, t. II, pp. 621-630 (1862); t V^ pp. 3-3,5 (1865)]. 
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4212. P 4o. 

CREMONA (Luigi). SuUe trisformtdoni geometriche deUe fi^re piane. [ft. /. B., 
a. 1872-73, p. I48-I49]- 

4213. P4o, 1 19 c. 

ROFFINI (Ferdinando Paolo). Sulla risoluzione delle due equaziohi di C6ndm6h6 
delle trasformazioni Cremoniane delle figure piane. (Memoria letta 11 1 9 aprile 
1877). [M. L B., s. III. t. VIII, pp. 457-525 (1877)]. 

4214. P 4 c, 1 19 c. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Di un problema di analisi indeterminatt, che s'in- 

contra nella teoria geometrica delle trasformazioni delle figure piane. (Memoria 

letta li 28 marzo 1878). \R. I. B., a. 1876-77, pp. 105-108; a. 1877-78, 

pag. 121 ; M, I. B., s. Ill, t. IX, pp. 199-215 (1878)]. 

4215. P4g. 

CREMONA (Luigi). Sulla trasformazione razionale di 2° grado nello spazio, lacui 
in versa h del 4° grado. (Memoria letta li 4 maggio 1871). [Al. /. B., s. Ill, 
t. I, pp. 365-386 (1871)]. 

4216. P 5 a a. 

CREMONA (Luigi). Rappresentazione plana d'una certa superficie di quart*ordine 
dotata di quattro punti doppi. [R, L B., a 1870-71, pp. 75-76]. 

4217. P 5 a a. 

CREMONA (Luigi). Rappresentaiione piaiu di alcune superficie algebriche dotate 
di curve cuspidali. (Memoria letta li 12 aprile 1872). [R, L B., a. 1871-72, 
pp. 83-84; M. I. B., s. Ill, t. II, pp. 117-127 (1872)]. 

4218. Q 1 a. 

PORCHIESI (Augusto). Sopra una corrispondenza tra lo spaaio non tudideo ed 
il piano eudideo. [Af. i. B., s. IV, t. V^ pp. 421-452 (1883)]. 

Qla. (Fedi n*» 4192). 

Q 2. iVedi n° 4172). 

4219. Rlc. 

CHELINI (Domenico). Dd moti geometrici e loro leggi nello spostamento di una 
figura di forma invariabile. (Memoria letta li 13 marzo 1862). [R. I. B,, a. 
1861-62, pp. 79-80; M. 1. B., s. II, t I, pp. 361-429 (1862)]. 

4220. Rlfl 

GAUTERO (Giacinto). Di una dasse di meccanbmi a trc metnbri. [M, I. B., s. IV, 
t. I, pp. 203-208 (1880)]. 
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4221. R 1 £ 

MASI (Francesco). Dd giunti derivati dal qoadiilatero sferico. [M, I, B., s. IV, 
t. h pp. 349-358 (1880)]. 

4222. R 2 b. 

RICCATI (Vincentius). De centro «quilibri]. [C. /. B., t. II, p. Ill, pp. 215-232 

(1747)J. 

4223. R 2 bw 

MATTEUCCI (Petronius). Animadveniones quaedam pro minimo, quod in sequifi- 
brio virium invenitur juxta distantianim fiinctionem quamlibet attrahentiuni. 
[C. /. B., t IV, pp. 90-97 (1 75 7)3- 

4224. R 2 b. 

PIANI (Domenico). Sul centro di gravitiL Considerazioni storico-critiche. (Memoria 
letu li 13 febbraio 1868). [R. L B., a. 1867-68, pp. 57-66; M. /. B., s. II, 
t X, pp. 39^34 (1870)]. 

4225. R 2 o. 

CHELINI (Domenico). SuU'uso delle coordinate obliqoangole neOa detemnnazione 
dei momenti d*inerzia. (Memoria ietta li 6 aprile 1865). [R, L B., a. 1864-65, 
pag. 54; M. /. B., s. II, t V, pp. 143-175 (1865)]. 

4226. R 2 O. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Dell*uso delle coordinate obfiquangole ndla deter- 
minazione dell*ellissoide d*inerzia. (Memoria Ietta li 16 dicembre 1880). {R, L B., 
a. i88o-8i, pp. 18-19; Af. /. B., s. IV, t II, pp. 157-164 (i88o)J. 

4227. R 2 o. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). SuD'ellissoide diCulmann. [R. I. B., a. 1881-82, 
pag. 21 ; Af. /. B., s. IV, t III, pp. 9-42 (i88i)J. 

4228. R 2 c. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Dell*ellissoide di C u i m a n n in alcuni casi partico- 
larL [/?. /. B., a. 1881-82, pag. 78; Af. 1, B., s. IV, i. Ill, pp. 283-289(1881)]. 

4229. R 2 c. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Deg^ inviluppi nulli della dasse seconda di on dato 
sistema di punti affetti da coefficienti dati. [R, L B., a. 1882-83, PP- 9-10; 
Af. /. B., s. IV, t. IV, pp. 123-158 (1882)]. 

R2o. {Vedi n'' 4186). 

4230. R 3 o. 

CHELINI (Domenico). Sulla composizione geometrica de* sistemi di rette, di aree 
e di punti. (Memoria Ietta li 12 marzo 1870). [R, 1. B., a. 1869-70, pag. 86; 
Af. /. B., s. II, t. X, pp. 343-391 (1870)]. 
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4231. R4. 
CASALI (Giegorios). Dc codika. [C /. B^ x. Ill, pp. }0|-jii (175 5)1- 

4252. R4a. 

ZAKOTTI (Frindsois Maria). De motu cooiposito. [C /. B., t. I, pp. $i$-S^ 

07303. 

4253. R4a. 

Rice ATI (Yincentius;. De causa physica oompositioiiis et resolutionis virium. 
[C. /. B., L II, p. II, pp. 50$-330 (1746)]. 

4254. R 4 a. 

R ICC ATI (Vincentius). De sequivalentia potentiarum per pfindpia metaphysica 
demoQstrata. [C. L B., L V, p. II, pp. 186-197 (1767)]. 

4235. R4a. 

RICCATI (Vincentius). Addiumentum ad Epistdam de potentianun jequivalentia. 
[C. /. B., L V, p. I, pp. 219-222 (1767)]. 

4236. R 4 a. 

BERTELLI (Francesco). Ricerche speiimentali circa la pressione de' corpi solidi nd 
casi in cui la ndsura di esse, secondo le analoghe teorie meccaniche, si mam- 
festa indetenmoata e intomo alia relazione fia le pitssioni e la elasticiti de* 
corpi medesimL [Af. /. B^ L I, pp. 431-461 (1850)]. 

4237. R 4 a. 

FAGKOLI (Giuseppe). Riflessioni intomo la teoiica delle pressioni che un corpo o 
sbtema di forma invariable eserdta contro appoggi rigidi ed irremovibifi dai 
quali t sostenuto in equilibria (Memoria letu U 15 aprile 1852). [M. I. B^ 
L IV, pp. 109-138 (i853)J. 

4238. R 4 a, R 8 a. 

CHELINI (Domenico). Sugli assi centrali deile focze e delle rotazioni nelTequilibrio 
e nd moto dd corpL (Memoria letta fi 26 aprile 1866). {R. /. B., a. 1865-66, 
pp. 75-76; M. L B., $. II, t. VI, pp. 3-55 (1866)]. 

4239. R 4 a. 

PAIS (Antonio). Nota intomo ad alcune propriety deUe rette coniugate e dd piani 
polari rebtivi alle forze appticate ad un sistema di foma invariabile. (Memoria 
letta li 19 aprile 1877). [M. I. B., s. Ill, t. VII, pp. 605-611 (1876)]. 

4240. R4a. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). DeUa costruzione geometrica ddTasse centrtk di un 
dato sistema di forze e di alcune propriety delle rette, che nd sistema dato sooo 
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caratteristiche di piani. [iR. /. B., a. 1884-8$, pp. 1N14; M. L B., s. IV, t VI, 
pp. 85-94 (1884)]. 

4241. R 4 b. 

CANTEBZANI (Sebastianus). Dc curvae catenarue aequationc [C. /. B., L VI, 

pp. 265-269 (1783)]. 

4242. R 4 b. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). DeU'equilibrio dd poligoni piani di forma invariabile. 
(Mcmoria letta li 9 gcnnaio 1879). f^- ^- ^-^ *• 1878-79, pp. 38-39; k. L B,, 
s. Ill, t. X, pp. j-22 (1879)]. 

4243 R4ba. 
BELTRAMI (Eugenio). Sull'cquiKbrio dellc supcrfide flessibil! ed incstendibili. 
[R, I. B., a. 1881-82, pp. 53*56; M. L B., s. IV, t III, pp. 217-265 (1881)]. 

4244. R4e. 

CARDIKALI (Francesco). Soluzione di un problema meccanico. IR, I. B., a. 1824, 
pp. 143-150]* 

4245. R 5 a. 

CANTERZANI (Sebastianus). De aitractione sphaerae. [C. /. B., t. V, p. II, pp. 65-70 

(1767)]. 

4246. R 5 a. 

BELTRAMI (Eugenio). Intomo ad alcuni punti della teoria del potenziale. (Me- 
moria letta ii 9 maggio 1878). [R. L B., a. 1878-79, pp. 162-163 ; M. 1, B., 
s. Ill, t IX, pp. 451-475 (1878)]. 

4247. R 6 A. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche. (Merooria 
letta li 28 aprile 1881). [R. I. B., a. 1880-81, pag. 112; M. L B., s. IV, t II, 
pp. 461-505 (i88o)J. 

4248. R 6 A, T a a. 

BELTRAMI (Eugenio). Sull'uso delle coordinate cundlinee nelle teorie del poten- 
ziale e deifelasticiti. [R. I. B., a. 1884-85, pp. 76-78; M. L B., s. IV, t. VI, 
pp. 401-448 (1884)]. 

4249. R 5 a a. 

BELTRAMI (Eugenio). SuUc funzioni associate e spedalmente su quelle della ca- 
lotta sferica. [R. I B., a. 1882-83, pag. 41 ; Af. /. B., s. IV, t. IV, pp. 211-246 
(1882)]. 

4250. R 6 b. 

CHELINI (Domenico). SuUa attrarione degli ellissoidi. [R. I, B., a. 1860-61, 
PP* 43-47J- 
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4251. R 6 b. 

CHELINI (Domenico). Delia legge onde un ellissoidc eterogcnco propagt la »ua 
attrazione da punto a punto. (Mcraoria letta li ai febbraio 1861). (JW. /. B.^ 
s. II, t. I, pp. 3-5^ (186a)]. 

4252. R 5 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla teoria dell'attrazione degli ellissoidi. (Memoria Wtta li 
8 aprile 1880). IR. L B., a. 1879-80, pp. iio-iii; Af. /. B., $. IV, t. I, 
pp. 572-616 (i88o)J. 

4253. R6b. 

BONFIOLI MALVEZI (Alphonsus). De Maupertuisiano Minimae Actionis principto. 
[C, I. B., t. VI, pp. 315-343 (1785)]- 

4254. R 7 a. 

Rice ATI (Jacob). De motuum communicationibtts ex attractume. [C / B., t II, 
p. Ill, pp. 143-158 (1747)]- 

4255. R7a. 

BOSCOVICK (Rogeritts Joseph). De viiibus ^rms, [C. L B., t II,p, III,pp, 2Sf-$$2 

(1747)]. 

4256. R 7 b. 

BOSCOVICK (Rogerius Joseph). De motu corporis attracti in centrttm mmobik 
viribus decrescentibus in r^tione distantianim redproca ditpficau in sfalin non 
resistentibiis. [C. /. B^ L 11^ p. Ill, pp. 262-iKS O747)]' 

4257. R 7 b. 

RICCAT! ^Vincentius). De mitflius Bberis et cttrrilinm corporo^n prokO o fwm^ 
qiue sese attnhinit per fonan tncxtattibicni trtoMOtatan per daUMo ^mut iiwi. 
[C L B., t. V, p. I, pp. 150-168 (1767)], 

42>S. R 7 b. L< 3 b. 
ZANOi 11 (franchcm Maria). Epbtob aJ Torqii Jttun Vtf^nnm m ^fM 
primmn de hioe ajgwr, tara pjoca tndicrotMf de nxcrfo axrp<^iMr^ loMIt f C A ^., 
L V, p. I, pp. 149-1^ ^iT^;t 

4259. R 7 b. 

DAINELLI (U^> Soptz k riiodi^ 4; TMOikmmm^ S wm ymt^ ymtt^*^ ^ ^^ 

(iW3)J. 

426aR7b«. 

FRISIUS (Fajttft/ L« autti, '.4Smm» ^'.A^'Cl^fiiw. f^.. / H , y V, ^ /, ^^ /^^ r^ 
07^>1^ 



• .« 
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4261. R 7ba. 

FRISIUS (Paulus). De accclerarione et reurdatione motus planetanim. [C* /. B., 

t V, p. I, pp. 309-332 (17^)]. 

4262. R 7 b a. 

ZANOTTI (Frandsciis Maria). Dc formula planetae velodtatem exprimente. [C /. 
B,, t VII, pp. 230-240 (1791)]. 

4263. R 7 b a. 

BEDETTI (Julius). De revolutionibus duonim corporum se mutuo trahentium. [N. 
C. /. B., I. VII, pp. 399-462 (1844)]. 

4264. R 7 b p. 

BASSI (Laura). De problemate quodam mechanico. [C /. B., t. IV, pp. 74-79 

(1757)1. 

4265. R 7 b p. 

R ICC ATI (Vincentius). De motibus liberis, ct curvilineis in vacuo. [C. /. B., t IV, 
pp. 139-198 (»757)]. 

4266. R 7 b p. 

R ICC ATI (Vincentius). De corpore proiecto, cui praeter potentiam servantem ra- 
tionem reciprocam duplicatam distandarum a centro, applicatae sunt aliae potentiae 
duo, quarum una dirigitur ad idem centrum, altera est huic perpendicularis. 
[C, L B., t. V, p. II, pp. 421-431 (1767)]. 

4267. R 7 b p. 

Rice ATI (Vincentius). De motu rectUineo corporis attracti, aut repulsi a centro 
mobili. [C. I. B,, t VI, pp. 138-166, 167-187, 188-21 1, 212-229 (1783)]. 

4268. R 7 b p. 

DAINELLI (Ugo). Del moto di un punto materiale libero soUedtato da una forza 
diretta costantemente ad una retta fissa. [M. /. B,, s. IV, t VIII, pp. 91-101 
(1887)]. 

4269. R 7fa. 

RESPIGHI (Lorenzo). Sul moto del pendolo. (Memoria letta li 14 aprile 1853). 
[M, I. B,, t. V, pp. 81-100 (1854)]. 

4270. R 7 f a, R 9 b. 

CHELINI (Domenico). Intomo ai principi fondamentali della dinamici con applica- 
zioni al pendolo ed alia percussione de' corpi secondo P o i n s o L (Memoria 
letta li 27 gennaio 1876). {R, L B., a. 1875-76, pp. 54-64; M, L B., s. Ill, 

t VI, pp. 409^59 (187s)]. 



R. ACCADBMIA DELLE SCIENZE DI BOLOGNA. 2$ 

4271. R 7 f o, R 9 b. 

CHELINI (Domenico). Sopra alcune questioni dinamichc. (Memoria chc fa seguito 
a quella intorno ai principi fondamentali della Dinaroica. Letta li 26 aprile 1877). 
IR. I. B., a. 1876-77, pp. 124-125 ; M. L B„ s. Ill, t. VIII, pp. 273-306 (1877)]. 

4272. R 7 g. 

RUFFINI (Ferdinando Paolo). Del mote di un punto in una superficie data. [R, L B., 
a. 1883-84, pp. 29-30; Af. /. B., s. IV, I. V, pp. 211-230 (1883)]. 

4273. R 8 a. 

FRISIUS (Paulus). De rotatione corporum. [C /. B., t. VI, pp. 45-70 (1783)]- 

4274. R 8 a. 

MAGISTRINI (Johannes Baptista). Exercitatio dc mom spontanco corporum fusifor- 
mium homogeneorum super aequales, et similes aequalium, et similium sponda- 
rum vardcalium crepidines insidentium. [N. C, L B., t. Ill, pp. 455-501 (.1839)]. 

4275. R 8 a. 

BERTELLI (Frandscus). De derivatione aliisque proprietatibus formularum, quas 
Mechanica cselestis usurpatur ad planetarum motus exhibendos, et ad perturba- 
tiones definiendas, quibus eorumdem conversiones ea de caussa efEduntur. [N, 
C. /. B., t VI, pp. 123-139 (1844)]. 

4276. R 8 a. 

CHELINI (Domenico). Determinazione analitica della rotazione de' corpi liberi se- 
condo i concetti del signor Poinsot. IR. L B., a. 1859-60^ pp. 15-16; M, 
I. B., t X, pp. 583-620 (1859)]. 

R 8 a. (redt n"" 4258). 

4277. R 8 c, R 8 d. 

MASETTI (Giambattista). Teoria dello stato prossimo al moto di una curva rigida 
qualunque, la quale rawolgendosi attomo un punto fisso soUeva un dato peso. 
[Op. S, B., a. 1824, pp. 37-4S]. 

4278. R 9 b. 

RIZZETTI (Joannes), De corporum collisionibus et inde orti motuum communica- 
tione, adFranciscumM. Zanottum epistola. [C. /. B., t. I, pp. 497-5 14 

(1731)]. 

4279. R 9 b. 

MANFREDI (Heraditus). De viribus ex elastrorum pulsu ortis. [C. /. B., t. II, p. Ill, 

pp. 383-396 [1747)]. 

4280. R 9 b. 

ZANOTTI (Frandscus Maria). De elastris. [C. /. B., t. II, p. Ill, pp. 413-434. 
435-462, 463-472 (1747)]- 

Rtmi. Gre, Mmtem. PmUrm; t. XIX, parte a* (190$). — Sumpato il 15 aprile 190$. 4 
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4281. R 9 b. 

ZANOTTI (Eustachius). De vi pcrcussionis. [C. /. B., t. IV, pp. 21^232 (lyS?)!- 

4282. R 9 b. 

MANFREDI (Eustachius). De vi elastica. [C. /. B., t IV, pp. 233-241 (i757)l- 

R 9 b. (Fidi n' 4270, 4271). 

4283. R 9 b OL 

ZANOTTI (Franciscus Maria). De rcflcxionibus gloW, qui in piano rectangulo pulsus 
a prominentibus undique lateribus hue, atque illuc repellitur. [C. /. B., L I, 
pp. 557-572 (173 0]. 

4284. R 9 c. 

MASETTI (Giaoibattista). Riccrche analitiche di alcune formole atte a detcrminare 
le dimensioni dei muri, che sostengono la spinta delle terre. [Op. 5. B., v. Ill, 
PV' 341-357 (1819); t. IV, pp. 9-12 (1823)]. 

4285. R 9 cL 

MAGISTRINI (Giovanni). Tentativo intorno ad un nuovo metodo dt suppUre al- 
I'axione del vento nella navigazione. [Op. 5. B., v. II, pp. 163-184 (i8i8^]. 

4286. S 1 a. 

RESPIGHI (Lorenzo). Considerazioni sulle equazioni general! deirequilibrio dd 
fluidi. (Memoria letta li 3 maggio 1855). [R. I. B., a. 1854-55, pag. 73; M. 
J. B., t. VII, pp. 63-70 (1856)]. 

4287. s a. 

BELTRAMI (EugenioV Sui principi fondamentali dell'Idrodinaraica razionale. Par- 
te I, Parte II, Parte III, Parte IV. (Memoria letta nelle sessioni del 5 gen- 
naio 1871, II gennaio 1872, 14 marzo 1872, 12 febbraio 1874). [R. I. B., 
a. 1871-72, pp. 43-45; a. 1872-73, pag. 22; a. 1873-74, pp. 48-49; ^^ I- ^'> 
s. Ill, t. I, pp. 431-476 (1871); t. II, pp. 381-437 (1872); t. Ill, pp. 349-407 
(1873); t. V, pp. 443-484 O874)]. 

4288. S a a. 

MAGISTRINI (Giovanni). Riflessioni sopra Tintegrabiliti delle equazioni fondamen- 
tali dell'idrodinamica. [Op. S, B,, v. I, pp. 98-104 (1817)]. 

4289. S a a, S 3 b. 

BELLAVITIS (Justus). Observationes de quibusdam solutionibus analytids proble- 
matum ad liquidorum motum pertinentium. [N. C. L B,, t. VIII, pp. 445-480 
(1846)]. 

4290. s a a. 

BRIGHENTI (Maurizio). Considerazioni sulle generali equazioni dell'idrodinamica 
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e sulle applicazioni che se ne sono fatte dnora. (Mcmoria letu il 27 gennaio 
1848). [M. I. B„ t. I, pp. S47-$6i (1850)]. 

4291. S 2 a. 

RAZZABONI (Cesare). Sul modo di dedurre le equazioni generali del moto dci 
fluidi e le particolari relative al moto lineare del liquidi. \R. I. B., a. 1886-87, 
pag. 36; M. I. B., s. IV, t. VIII, pp. 41-48 (1887)3. 

4292. S 2 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Del moto infinitesimale dei fluidi. [R. I. B., a. 1870-71, 
pp. 25-26]. 

4293. S 2 e. 

BELTRAMI (Eugenio). Intomo al moto piano di un disco ellittico in un fluido in- 
corapressibile. [R. I. B., a. 1875-76, pp. 39-43]. 

4294. S 2 f, S 3 a. 

RAZZABONI (Cesare). Del moto lineare dei liquidi, tenendo conto della lore vi- 
scosity, con applicazione ad alcuni casi d'efflusso. {R. I. B., a. 1882-83, P^?* '^9! 
M. I. B,, s. IV, t. IV, pp. 689-706 (1882)]. 

4295. S 3 a. 

RAZZABONI (Cesare). Sopra alcuni casi d'efflusso di liquidi per vasi comunicanti. 
[R. I. B., a. 1880-81, pag. 18; M. J. B., s. IV, t. II, pp. 135-146(1880)]. 

4296. S 3 a. 

RAZZABONI (Cesare). Sopra alcuni casi di efflussi laterali. [R, L B., a. 1884-85, 
pag. 71 ; M, L B., s. IV, t. VI, pp. 341-362 (1884)]. 

S3 a. (^Vedi n° 4294). 

4297. S 3 b. 

MAGISTRINI (Giov. Batt.). Sopra un problema d'idraulica del Ramazzini. 
[K. /. B.y Bullettino delle sdenze mediche, v. X, pag. 362 (1834)]. 

4298. S 3 b. 

RAZZABONI (Cesare). Del moto delle acque in vasi comunicanti per mezzo di 
lunghi tubi. [/?. J. B., a. 1878-79, pp. 141-142 ; M. i. B.,s. Ill, t. X, pp. 537-548 

(1879)]. 

4299. S 3 b. 

RAZZABONI (Cesare). Del moto dell'acqua per vasi discontinui. [R. I, B., a. 1881-82, 
pag. 58; M. I. B., s. IV, t. Ill, pp. 267-282 (1881)]. 

4300. S 3 b. 

RAZZABONI (Cesare). Del moto oscillatorio delFacqua in due vasi prbmatici co- 
municanti per mezzo di un terzo, tenendo conto della viscositi del liquido 
[R. I. B., a. 1883-84, pag. 42; Af. i. B., s. IV, t. V, pp. 387-r4oo (1883)]. 
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S3b. (V$di n"* 42S9). 

4301. S 3 b «. 

VENTUROLI Ooscph). Dc figura aquae per alveos dcflucntis. IN. C. L B., t. V, 
pp. 199-206 (1842)]. 

4302. S 3 b a. 

RAZZABONI (Cesare). Sul moto dell*acqua per alvei a fondo orizzontale. [Af. I. B., 
s. IV, t I, pp. 677-687 (1880)]. 

4303. S 3 o. 

VENTUROLI (Giuseppe). Sul pendolo idrometrica [Op. 5. B., v. I. pp. 81-84, 
(1817)]. 

4304. S 3 c. 

VENTUROLI (Giuseppe). Sull'asta ritrometrica. [Op, S. B., v. I, pp. 141-144 (1817)]. 

4305. S 3 c. 

VENTUROLI (Giuseppe). Sull'arietc idraulico. [Op, S. B., v. I, pp. 177-184(1817)]. 

4306. S 3 c. 

MAGISTRINI (Giovanni). Nuove ricerche sulla teorica e sulle pratiche applicadoni 
deUa percossa idraulica. [Op. 5. B., v. IV, pp. 61-100, 117-141 (1823)]. 

4307. S 3 c. 

MASETTI (Giambattista). Sul pendolo idrometrico. [Op. S. B., v. IV, pp. 217-219 
(1823)]. 

4308. S 3 c. 

FILOPANTI (Quirico). Di un nuovo strumenlo idrometrico. [R. I. B., Nuovi annali 
di sdenze naturali, s. I, t. V, pp. i6$-235 (1840)]. 

4309. T 2 A. 

CANEVAZZI (Silvio). SuH'equiKbrio molecolare. [M. I. B., s. Ill, t. IX, pp. 493-535 
(1878)]. 

4310. T 2 a, T 6 c. 

BELTRAMI (Eugenio). Sull'interpretazione meccanica delle formole di M a x w e 1 1. 
[R. L B., a. 1885-86, pag. 47; M. I. B., s. IV, t. VII, pp. 3-38 (1886)]. 

43 1 1. T 2 a. 

DONATI (Luigi). Illustrazione al teorema delMenabrea. [R. L B., a. 1888-89, 
pag. 97 ; M, I. B., s. IV, t X, pp. 267-274 (1889)]. 

4312. T2a. 

CANEVAZZI (Silvio). Contributo alia teoria dei sistemi elastici. [Af. 1. B., s. IV, 
t X, pp. 673-686 (1889)]. 
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T2a. iVedi n^ 4248). 

4513. T aaa. 
DONATI (Luigi). Sul lavoro di dcformazione dd, sistemi elastid. [A/. /. B., s. IV, 
t IX, pp. 345-367 (1888)]. 

4314. Tab. 

CANEVAZZI (Silvio). Sopra akune formolc della resistenza dd materiaii. [Af. /. B., 
s. IV, t. I, pp. 643-656 (i88o)J. 

4315. T ac. 

Rice ATI (Jacob). Verae ct germanae virium clasticarum leges ex phamomenis de- 
monstratae. [C. /. B., t. I, pp. 525-542 (1731)]. 

43 16. T 3 A. 

BOSCOVICK (Rogerius Joseph). De recentibus compertis pertinentibus ad perfid- 
cndam Dioptricam. [C. /. B., t. V, p. I, pp. 169-235 (1767)]. 

4317. T4c. 

BELTRAMI (Eugenio). Di alcuni problemi di propagazione del calore. [R. /. B., 
a. 1886-87, pag. 64; Af. /. B., s. IV, t VIII, pp. 291-326 (1887)]. 

T6c. (Feii n® 4310). 

43 18. T 6. 

BELTRAMI (Eugenio). SuUa teoria della induzione magnetica secondo P o i s s o n. 
[R, I, B., a. 188J-84, pag. 85 ; M. J. B., s. IV, t. V, pp. 551-584 (1884)]. 

4319- T 6. 
RIGHI (Augusto). Studii sulla polarizzazione rotatoria magnetica. [M. L B., s. IV, 
L VII, pp. 443-547 (1886)]. 

4320. T 7 c. 

DELLA CASA (Lorenzo). Sulla causa delle correnti indotte nd drcuiti conduttorL 
IR, I. B., a. 1855-56, pag. 93]. 

4321. T 7 o. 

PALAGI (Alessandro). Identity di origine delle correnti d'induzione volta-elettrica 
e di induzione magnetica. IR. L B., a. 1858-59, pp. 63-64J. 

4322. T 7 c. 

RIGHI (Augusto). Sulle forze dementari dettromagnetiche ed elettrodinanuche. 
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